Diferencialni pocet
vektorovych poli



Nékolik dilezitych vztahi z vektoroveé algebry a
diferencialnino poctu.

Skalarni sotin vektor: A[E = A( B( - Ax‘/ B/+ ,A2 3

Vektorovy sodin vektori AX |§ = vektor: (AX B)X = Ay BZ — A§ By
(AX B)y: AB- AB
(AxB), = A(By— Ay B

Pro vektorovy sotin plati:

Pro funkcif (x,y,2 plati:
2 2
Afxy, =2 A P a9 A 0%t _ 0%f
ox 0y ° 0z oxdy 0y9x




Parcialni derivace.

Necht mnozinaM [JR", M # [ Funkci vice prornnychrozumime zobrazeni

f:M > R.

MnoZinaM se nazyva defidni D; obor funkce.

Parcialni {ast&nou) derivaci funkcé (x,, X,,....., X, ) podle prontnnéx; nazyvame limitu:

f (X%, X+ Dy )
h

of .
3 (% XereeX,)= fim

Parcialni derivace funkcke(x,, x,,....., X, ) vysSichifadi podle prondnnéx, nebo ostatnich
promennych dostaneme dalSim derivovanim derivace paié&upné prorinné.Napiklad:

o ( of _ 0 ~
(2 )y 15081

2 2
0°f — 0°f Rovnost plati pouze, existuji-li dlalerivace a
OX.0X 0X0 X jsou-li si v boa derivace rovny.
j

Obecr neplati:



Diferencial.

Budiz f(x) funkce, X, je pevr¢ zvoleny bod. Rejdéme z bodu do jiného bodw, + h), zmeni
se funkcef(x) o ¢islo [ f(x + h) —f(x,)]. Otazka je, zda tento jpustek funkce” je pro male
hodnoty | h | ptiblizné¢ umérny ¢islu h, to je zda existujeislo A tak, ze rozdil f(x, + h) —
f(X,)] - -Ah je pro male hodnoty podstaimensi nez h |. To je aby platilo

im0t _hf()%)_ Ah_

Neclt’ funkce f(x) ma v bo@ x, vlastni derivaci.Diferencialem funkcef(x) v boc X,
nazyvame linearni funkalf (x,) = Ahtakovou, ze pro funkci:

T (% +h) - 10x)- Ah= @D

plati Ir!m) o(h) =0.

Cislo A existuje tehdy, existuje-li vlastni derivace funkce v bods x,. Diferencial piseme
zpravidladf(x).a namistd piSemedx, potom:

df(x) = f'(X)dx




Exaktni diferencidl.

Budiz dana funkcé(x,y) a bod[x, ,y,] . Existuji-li dw cisla A, B tak, ze funkcerp(h, k)
definovana rovnici

f(x+h y,+ K- f(x%, ¥)=(Ah Bk+( || pr7( h )X

kuj ici lIm h k) =0
splhiuje rovn|C|[h'k]%[o'q/7( )

pak funkci (Ah + BK) v proménnych h a k nazyvameExakitnim (totalnim) diferencialem

funkcefunkcef(x,y) v boct [X,,y,l.
Ma-li funkcef(x,y) v bodk [x,,y,] totalni diferencialAh + BK) pak proA aB plati

ey B:(ggliﬁ}

Zobecréni pro funkcin promEnnychf (x;, X,....., X ), exaktnim (totalnim) diferencialem
funkcenazyvame satet

of of of 0 of
Af (X, %, % )= dx+—— dx....+—— dx=> L o
X0 % ‘axl%axz)ﬁ a&%;axq




Priklad.

Najokme iblizng hodnotu odmocniny 0001

Reseni.

Uvaimefunkcif(X): 1+ X, X>-=1
1 _1 1
f'(x)==1+x) ?, f(0)==
(0=2a+x7, (0=~

— . 1
Potom niizeme psat 1+x =1+ E X+ O( X)

Dosadime-li nynk = 0,0001 dostaneme:\/]_, 0001= 1,0000




Skalarni a vektorové pole.

Fyzikalnim polem nazyvame zobrazeni, které kazdéouu prostoru pradi hodnotu
fyzikalni veliciny, pogipack i smér a orientaci vektoru fyzikalni veliny.

Skalarnim polemchapeme pole, jez je v kazdém Boprostoru charakterizovano
pouze jedningislem -skalarem

Prikladem skalarniho pole jetléso, které na
nékterych mistech z&hvame a na jinych
chladime. Teplota se Wlése m¢ni misto od
mista a je tak funkci séadnic x, y a z v
pravouhlé sotadnicové soustadv Funkce
T(x,y,z) pritazuje kazdému bodu ¥lése uéitou
hodnotu teploty a je skalarnim polem. Dobrou
predstavu o rozlozeni hodnot skalarni &iely v
poli Ize ziskat tak, Zze prolozime misty o stejné
hodnot skalarni velkiny mysSlené plochy,
podobré jako vrstevnice na ma&p V prikladu
teplotniho pole na obrazku, kde je vynesena
zavislost teploty na x a yfipz = 0. Plochy v
piipadct na obrazkuy ozrnmjeme jakazotermy:



Vektorove pole je zobrazeniirazujici kazdému bodu prostoru
nejen c¢iselnou hodnotu, ale téz 8ma orientace vektoru

veliciny. Nagiklad rychlost atora v rotujicim €lese jako na

obrazku je vektorovym polem.

Vektorovym polem je téhustota tepelnéht toku mezi
misty o fznée teplot. Hustota tepelneho toku je
definovana jako mnozstvi tepelné enefyie ktere projde
za jednotkucasu jednotkovou plocho&S kolmou ve

. Tok tepla X
g smeru tokue,.

: f=2Pa
AS Q
»Obecr, je-li orientace plosky ke stru toku libovolna, pak je
treba uvazovat fmét plosky do roviny kolmé k toku h i
kden je vektor normaly k ploSce.

Aag



Prvni derivace poli - Gradient.

vA Vyberme v teplotnim poli dva body, a P,
l e . vzdaleneAr o riznych teplotachl, a T, s rozdilem
N\ an r’-+: ----- L:ZE-‘ |y AT =T, - T,. Ve zvoleném sdadnicové soustayv
Ny i .}Z;_/l _J mizeme psal,(xy,2) a T, (x+AXx, y+4y, z+Az). Kde
7AZ e P ) .
4 e = Ax, Ay, Az, jsou slozky vektoruAr. Vzhledem k
- platnosti vztahu:
aX
8z, 7= T T T of of of
# T s AM(X Y, 2)=—Ax+—AW—A
A (XY, 2 ox" " oy ¥
] oT 0T 0T
ProAT plati: AT(X Yy, 9 =—Axt—AwWw—A
0X oy 0z

Veli¢ina AT na levé straé rovnice je skalar. Prava strana je &stuii sowind, v nichz
vystupuji slozky vektorddr. Ze srovnani se vztahem definujici skalarnicgowyplyva, ze

cisla d 0 0
ox 0y 0z

jsou slozkami vektoru.

S= AOB= AOB+ AOB+ ADE



Pro tento vektor (nazyva se gradient, del, nabla@aeeden symbol jdiferéncialnim
operatoremjeho slozky jsou prvni derivace podle jednotlivymmbnmeEnnych.

0 0 0
radT =0 = — — |=(U
J [ax oy 62} ( < Hy DZ)

S pouzitim definice gradientugpiSeme vztah pidT do tvaru:

AT(X, Y, z):?a—;r(A x+g—-;A w%A z- |AT(X Y, 2 =0 TIAT

Pri pouziti operatal je treba davat pozor nafadicinitela:  TO#0OT

Tento vztah je stale operatorem, T[] :T( J ’ 0 | 0 ]:(T 0 T 0 T 0
operator je tak zvan, hladovy'. 0X 0y 0z 0X 0y 0z

Tento vztah jiz neni operatorem, T = 0 0 0 — oT 0T 0T
operator je pasyceh ox dy 0z OX 0y 0z



Prvni derivace poli — Divergence vektoru.

Diferencialni operatorV je vektorovy operatqrto znamena, ze ho lze skakimebo
vektorow nasobit.

Skalarni sosin (vektor)ll nedava nic nového, operatgrgaze vynasoben vektorem,
a zistava stale operatorem.

Oh=0,h+0,h+0,h,
Skalarni sotin [] Vektorﬁ dava skalarni pole: ohn
| oX 0y 0z

Sowin [JL{vektor) nazyvamalivergence vektory ¢asto divergenci zapisujendé h.

Divergence vektoru je rovna toku vektoru plochoemibajici objem jednotkové velikosti v
okoli ....



Prvni derivace poli — Rotace vektoru.

Vektorovy sowdin operatoruv a vektoru dava ajp dvé mozné kombinace:
[Ix(vektor), (vektork0]

Kombinace (vektor) x V nedava nic nového, operatdt zistava stale nenasycenym
operatorem.

V kombinaci V x (vektor) pusobi operator na vektor, vysledkem vektorovéhocisou
operatoruV na vektor je oft vektor. OperaciV x (vektor) nazyvamerotace vektoru.

Casto piSeme zkracénot h. Slozky vektoruotaceh jsou dany vztahy:

-

- oh. oh
Oxh) =0 h-0.h =—2-——2
( ) M= Hh, dy 0z
otfi=0xfi=y (0xF), =0, -0, =757
y y4 X
~ oh, oh

Oxh) =0.h -0 h =—L -

S




Formalre mtizeme rotaci vektoru zapsat ve f@argeterminantu matice:

/r I lz\
Oxhi=def & 2 9
OX 0y 0z
ey

Prvni derivace poli-shrnuti:

[T =gradT = vekto
1 h =div h= skalar

x h =rot h = vektor




Druhé derivace vektorovych poli.

Druhé derivace vektorovych poli davaji nasledujici korabe: <

1.0x{T)

(Ox(OT)
JOxh)
OQoT)
Ox(Oxh)

Pro vektorovy sotin vektoru A a sowinu vektoruA a
skalaruT plati rovnice:

Ax(AT)=(Ax AT=0

(0 )

Z platnosti vztahyA x A) = 0 vyplyva: | L] X (DT) - rot(g radT ): C

Véta: Plati-li rovniceV XA = 0, pak existuje takov&/, zeA =

VY.




2.

|

xﬁ)

Pro smi&eny sain vektori A aB plati rovnice: AL{AX B) =0

Z platnosti vztahA x A) = Ovyplyva: |[] mD X ﬁ) =div ert ﬁ) =0

Véta:

Plati-li rovniceV -A = 0, pak existuje takov&/, zeA = Vxy.

3.

Vyraz V-(V 7)) je obec# rizny od nuly. Slozky gradientu skalarniho pélgsou:

Potom

OUT) =0,(0,T)+ Dy(D yT) +0(0.1M=

T

)

aT =(4, 1,4, T,0,T)

0° 0°
+ +

62

ox> 9y’

Coz je r¢jaké skalarni pole.

0z



Vyraz V+(V 7T) zapiSeme jednoduSeji zavedenim noveho operatoristtaiskalarniho
sowinu (V-7 ). Tento operator nazyvameiplacev operator vV 2 (v literatite segasto

uzivai zapis). 2 2 2
°T = : + 2 + 0
x> dy° 97
Potom: OQOT)=000T=(00)T=0°T

Laplacdiv operator je skalarni operator a tedyza pisobit i na vektor:

0%h =(0%h,0%h,0%h)

4.0x ([Oxh)

Z vektorové identity: ~ Ax(Bx C)= B( AUQ- G AIB=
=B(AX)-(AB C

Ox(Oxh)=0(00h)— (0 h=0(OCh)-0%h

Vyplyva:




—

5.0 h)

Tato kombinace davajaké @ipustné vektorové pole.

Druhé derivace vektorovych poli — Shrnuti.

Ox(OT)=0

10xh)=0

[OT) = 0°T = skatami pole
x(Oxh)=0(00h) -0%h
() = vekiorové pole.
) = 0% = vektorové pole.




Integralni pocet vektorovych poli.

1. Tok vektorového pole

h

Predpokladejme, ze mame zdroj tepla utvmdesa,
jehoz objemV ohrantuje plocha velikostiS. Tok
tepla elementem ploskydS je dan  soéinem
normaloveé slozky vektoru hustoty tedl'% = F][ﬁa
elementu ploskylS.

Celkowy tepelny tok plochoB i hChd<

Tok vektorového pole jeaditivni, to znamena, ze
rozcklime-li objemV nacasti o objemeclV, aV, , pak tok
vektoru plochouS ohrantujici celkovy objemV je dan

sowtem toki plochamiS, = S, + 5 ,aS = § + S
ohrantujicimi objemyV, a V..




Tok povrchem krychle — Gaussova #ta

A 4 s Tok z plochy 1= —C (1)AyAz
y —
Iy : & Tok z plochy 2= C, (2)AyAz
oG ey
n -4-1-1-—-: C (1) se od C(2) se obeca trochu Ilisi, pro
6(>¢ Y. 2p LB ) (x+Ax Y, 2 dostaténs malaAx maZzeme praC,(2) psat:
i N7
. aC,
(X,y,z+A2 ~3 C(2)=C W+ 0X AX
dC,
Pak vektoru tok z plochy = | C, (1) + ™ AX|AYA z
_ 0C,
Tok plochamila?2= Ix AXAYAZ Celkovy tok povrchem krychle
oC . 0C
Tok plochami 3 a 4= —>AXAYAZ IC (HdS= 9C, +—— Y+ dC, A XA W
oy ox o0y 0z

0C
Tok plochami5a 6= GZZ AXAYAz



Souet derivaci v zavorce je] [C  , potom proriitézimalni krychli:

[C DﬁdS:(D DE)A V

Tok vektoru povrchem infinitezimalni krychle je tedyven divergenci vektoru nasobené
objemem krychle.Divergence vektoru v daném bo# je rovna toku vektoru
piripadajicimu na jednotkovy objem v okoli daného bodu

Gaussova ¥ta:

Mame-li kon€ny objem, pak vzhledem k platnosti aditivity tokukt@u, mizeme
divergenci integrovatipes cely objemeétesa.

<j>é TidS= j(D 10 d\
S V

kde Sje libovolna uzaiena plocha obepinajici objevh



Krivkovy integral Vi

(2) M¢jme skalarni poley(x,y,2), hodnoty v bodech o stadnicich

s (X0 Yir 1), (X Voo 2) SOUW(Xy, Vs, Z)) @p(X,, Ys, 2,) (zKracer
w(1) aw(2) ). Pak je-lil" n¢jaka kivka spojujici bodyy(1) a

AP ly@-p= [ Oy)ds

1

Tento typ kivkoveho integralu ozrimjeme jakakiivkovy integral druhého druhu

Princip I<fivkov(éDh?Ui)ntegrélu. Ay, =y@-yQ)=0y)As
- Ay, =y(b)-w(a) =0 ¢),Ds,

Ay, =@2)-wn-1)= Cy), DS

Limita sowth pro nej#tsSi zAs — 0 pak je Kivkovym integralem.



Cirkulace vektoroveho pole.

Je-li C n¢jaké vektorové pole, pak cirkulaci vektoru
nazyvame kvkovy integral po uzatené Kivce ze ds
slozky vektoru tené ke Kivce.

cﬁr C.ds= <j>r COd

Cirkulace vektorového pole po uzané kivce
je aditivni. Rozdlme uzavenou Kivku na dw
uzawene Kivky 7', I, tak, Ze spojime dvmista
na Kivce (1) a (2Karou. Kivkal’ je vytvarena

z casti pivodni Kivky I, a cary I, spojujici
body (1) a (2), Kivka I, je vytvarena zcastil
acary I, spojujici body (1) a (2). Pak plati, za
cirkulace po celeikvce I, + I} je rovna sotitu
cirkulaci po kKivkach’”, + I,.




Cirkulace po obvoductverce — Stokesova &ta

}
y
Kiivkovy integral podél obvodu celéhétverce je dan
soustem: Tr N
PCHs= GMA X GA y- GEA x GEN ' | &y
[C.()-C,(3)|Ax J 1
Vyrazy:. jsou obeca nenulové.
(xy
C,(2)-C,(4)|ay e

ZaC,(3) aC,(4) dosadime ze vztah
9C oC,

C.@=Cm+LEay C(4)=C (+ —2Ax
oy 0 X
0C, acC
Pak je cirkulace vektorG po obvodwtverce rovna: L —— X IAXAY
oxX 0y

Coz je sodin z-tove slozky vektoru rotace vektotu a plochy infinitesimalnihétverce.

(DXC)ZAS



Z-tova slozka vektoru rotace je vSak normalou k mémsu elementS. Cirkulaci vektoru
C po obvodutveretku pak vyjadime ve vektorovém tvaru:

gSéursz(Dx C)nA S:(Dx *c)Em s

Stokesova ¥ta:

Cirkulaci po obvodu libovolné uz&né kivky pak mizeme dat do souvislosti s rotaci
vektorového pole. Kvku vyplnime jakou vhodnou plochou, plochu ragitne do mnoha
infinitesimalnichétveretkt, spateme cirkulaci pole po obvodechehto ¢tveretk a vse
sa&teme. Tedy sptieme plosny integral.

@rém*s:js(mx O) Ohd¢

kde Sje libovolna plocha ohradena Kivkou /-

Pfi vypoctu je teba respektovat znaménkovou konvenci, cirkulacetovekje kladna
postupujeme-li poikvce v kladném siru, tj. proti snéru chodu hodinovych ticek.



