Matematické diikazy

|Logicka vystavba matematiky

Predméty matematické teorie jsowjaké objekty(body,¢isla...), jejich_vlastnostivztahya operacgekteré vedou na
nové objekty.

O objektech matematické teorie jelia nashroméazdit co nejvice matematickyéh by bylo mozné pojmout
n&jaky vyrok jako ¥tu, musi byt dok&zan v ramci této teorie. V ideéoirii by tedy vSechnyéty mely byt dokazatelné. To
ale nelze uskutait, neba” abychom dokéazaligiakou Wtu, pouzivame jakoipdpoklad véty jiz dokdzané. K jejichikazu
opdt pottebujeme dokazané&ty atd...Vytvaimeietizec dikazl, ale nelze postupovat donekona. Neni logicky fpustny
dikaz kruhem- tj. nejsou fipustné zaéry, které obsahuji jiz ve forérpredpoklad dokazované vyroky.

Proto na z&atek teorie umistime nedokazané a nedokazatelo&yyizv. zakladni &ty (axiémy, postulaty) které
obsahuji vSe, co je pebné ke ztivodreni vét ostatnich. Je jich &Sinou konény paiet. Pojmy a vztahy obsaZzené

v axiomech se pokladaji za zakladni pojmy.

Z téchto zakladnich pojth odvozujeme vSechny ostatni pojmy pomoci definiefifice je zavedeni nového
matematického pojmu pomoci pajrzékladnich nebotée definovanych. Definice vymezuje podstatné (aktaristické)
vlastnosti zavathého pojmu.

DalSi vlastnosti matematickych pajnse vyjaduji v matematickych &ach. Matematickd &ta je takovy pravdivy
vyrok matematickeé teorie, ktery se da dokazalkpgicky odvodit pomoci axiof definic a dive dokazanychét.

Rozeznavame dva zékladni druhy matematickyett wbecné uty (DXD D ZV(X))a existetini _véty
(D(D D ZV(X)). Vyrokova forma V (X)v obecné & ma zpravidla tvar A(X) = B(X), picemz A(X)je
predpoklad ¥ty (postauijici podminkapro platnostB(X) ), B(X) je zawr (tvrzeni)(nutna podminkaro platnostA(X) ).
Speciali ma-li V (X) tvar ekvivalenceA(X) < B(X), pak A(X) je nutnou i postaujici podminkou pro platnodB(X)
a naopak.
‘Dﬁkazy obecnychat (XD : A(X) = B(X)|

1. Primy dikaz implikace P = (spaiva v sestavenitettzce implikaci P= P, = P, = ...p, = (.
z &ehoz plyne, Ze plati dokazovana implikafle=> (] .

2. Nepimy dikaz implikace P = ( spaiva v pgimém dikazu jeji obriny == -0, ktera je s ni logicky
ekvivalentni.

3. Dikaz sporemvyroku v spaiva v tom, ze vyjdeme zZedpokladu platnosti negace vyrokutj. =1V, (specialg

pL-q ) a gimym dikazem V= a1V, =V, = ...= V, = Sdosgjeme k vyrokus, ktery neplati

(spor), a tedy neplath V a plati dokazovany vyrok
4. Matematickd indukce — dikaz se uzivA voboru N. Touto metodou se dokazujty vtypu:

OnON,n=n, :V(Nn). Princip dikazu speivé ve dvou krocich:
I.krok: Dokazeme, Ze&a plati pron=n,.
Il .krok(indukéni pedpoklad): Dokazeme, Ze pro kazdék O0N,k = N, plati implikace
V(K) =V (k +1).
Dukazy existetnich wt [X[1D :V (X) ‘

1. Primy existe®ni dikaz spasiva v zjis&ni existence alespigednoho objektuX L] D poZadovanych vlastnosti. Jde
bud’ o dikaz ryze existetni nebo o dkaz _konstrukni, kdy se takovy objektimo ugi (zkonstruuje).

2. Dikaz sporemspdiva v tom, Ze se vychazi #quipokladu neexistence objek¥i] D pozadovanych vlastnosti a
dojde se k logickému sporu.

Ditkazy Wt o existenci a uniait(jednoznanosti) I X1 D :V (X) |

1. Ryze existedni dikaz jednoznéné existence spaiva ve dvou krocich:
a) dokaze se existence alespgednoho objektu pozadovanych vlastnostikazem existetni Wty
xOD:V(X)

b) Dokaze se¢ta o unicit: ,Existuje nejvySe jedna/lD, pro které platV/(x)."
2. Ryze existetni dikaz jednoznéné existencepdaiva v tom, Ze seifmo uki objektxD pozadovanych vlastnosti
a dokaze se, ze dalSi objekthto vlastnosti neexistuje.
Dikazem hypotézy se rozumi logickééteni jeji pravdivosti (8kaz jeji platnosti). Vyvracenim hypotézy se
rozumi logické prosteni jeji neplatnosti (tkaz neplatnosti). Vyvraceni obecné hypotéeynazyvéanalezeni protipikladu.
Vyvraceni_existeéni hypotézyse obvykle provadi sporem.




Dokazte pimo: ,,Druh& mocnina libovolného lichéksla je lichécislo.”

DokaZte a) nejfmo, b) sporem: ,Pro kazdé celslo m plati: Je —lin? liché ¢islo, pak
takécislomje liché.”

Dokazte ¥ty: a)nON :5/n=30/n*-n b)OnON :2Xn=16/n" - 1

DokaZte ¥ty: a) OnON :5/(n* +1)=5Xn  b)OnON :3/(n* +1)= 6Xn.

Dokazte matematickou indukci:@nON :4/2n” +2n b)6/n®+11n.

Dokazte matematickou indukdiinON :1+3+5+...+ (2n-1) =n®.

DokaZte matematickou indukdiinIN :30/11*™" - 11

Dokazte matematickou indukci: a)*>2n+ 5
1 1 1 1
b)—+ tot—+
n+l n+2 3n 3n+1

9. Dokazte matematickou indukdiin[0N:225/16" -15n— 1.

10. Dokazte matematickou indukci vztah pra@gouhlogicek n-uhelnika.

11. Dokazte matematickou indukci binomickogtw.

12.V knihovre je 1200 svazk knih a v Zadné z nich neni vice nez 1000 strarkabie,
Ze v této knihova jsou alespd dw¢ knihy se stejnym pidem stran.(pouzijte ryze
existerni dikaz zaloZeny na Dirichletérincipu).

13.DokaZte ¥tu: Existuje praw jedno prvaislop, pro které jep*+2 téZ prvaislem.

14.Dokazte, Ze rovnicax+b=0, kdea,blJR, a# 0, ma pra¥ jeden realny kien.

15. Dokazte: D¢ rizné gimky v rovirg nebo v prostoru maji nejvyse jeden spoiebod.

16.Dokazte, z&islo +/3 je iracionalni.

17.Dokazte, Z&islolog2 je iraciondlni.

18. Prowite hypotézy:OnON :n”+n+ 1je a) lichégislo, b) prvéislo.

19.Vyvrat'te (obecnou) hypotéznON :2°" + je prvasislo.

20.Vyvrat'te (existesni) hypotézuxOR: x*+3x*+2= 0.
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