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Castice v jednoroznérné nekonené hluboké potencialové jans.

Hledame stacionarni stawyastice o hmotnostin pohybujici se v potencialovem
poli pravouhlé potencialove jamy.
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Uvazujeme-li energii od dna potencialové jamy, mujvsechny hodnoty energie
E <0. Zavedeme ozriani:
_2mE

k? =

hZ
Pak zapiSeme rovnici pro stacionarni stavy :
2

ﬁ'l'kz w:O, O< x< L

Vlastni rovnice: /] 2 + k2 = O
Reseni vlastni rovnice: A — ilk

Obecné&esSeniS. rovnicepak piSeme ve tvaru:

W, (X) = Bd* + C&®



VInova funkce musi byt vSude spojita, to znamena Zeeddrh k platnosti:
Y(x)=0, x<0ax> L

musi vinova funkce na okrajich jamy splat okrajové podminky:
w0)=0,¢L)=0

Prvni podminku splnime tak, ze poloil’m(é_': -B

To znamena, ze vinova funkce bude mit tWhjg( normovaci konstanta):

¢ (X) = Nsin(kx)

Druh& podminka bude &pa je-li: kL = T, n=1, 2, 3, :

n je prirozenécislo - kvantoveécdislo, Vinovy vektor je tedy rfize nabyvat pouze
diskrétnich hodnot:
7T

K. =n—, n=1,2,3,.
L




EnergieE castice v nekonmé potencialové jamjsou diskrétni a jejich hodnoty
jsou dany vztahem:
_ITh?

oml?

E

n

n°, n=12,3,.

VInove funkce pislusné energiirk, jsou dany vztahem:

Y. (X)= Nsin(% j n=12,3,.

Normovaci konstantty urcime z podminky:

I‘N\Zsinz(ﬂ nj dx=1 - N :\Eé”
L L

Vinova funkce je tedy @ena s pesnosti na fazovy faktaxp(ia), ktery obvykle
pokladame rovny 1.




Energie elektronu v jednoroznérné nekonané hluboke
potencialové jant.
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Zmena energie elektronu v potencialove jam é.

) I o) I

AE=E -

() (D) () (el)

Elektron v potencialové jagnmize absorbovat energii fotonu, je-li energie fotonu
hv=A4E, rozdil energii je dan rozdilem energii koného a vychoziho stavu:

h=AE=E - E



VInoveé funkce ¢astice v potencialove jan.
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Y, (x)= Asin(T j n=1,2,3..

Métrime pouze pravipodobnosti:

vyskytu vdx

pravcEpodobnosP( x) (
se stedem vx

hustota pravébodobnosti
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Nulova energie.

Nulova energie: V kvantoveé jang 1000 F
je nejnizsSim kvantovym stavem n = E;
1 (n = 0 znamena to, ze zde neni W
elektron), tedy nejnizSi energie 300

(energie zakladniho stavu) jE,,
ktera je nenulova. =

- Castice omezena potencialovou
jamou musi mit xdy minimalni
urcité nenulové mnibstvi energie!

600 |- E,

Energy (eV)

- jelikoz je potencialni energie 400 -

castice v jam nulova, znamena to, »
ze veSkera nulova energie je
kinetickou enerqii. 200
- ¢astice v potencialové jameni = v
nikdy v klidu.

Nulova energie.
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Castice v jednoroznérné potencialove jant koneéné hloubky.
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Dvou dimenzionalni potencialova bariera.

Nekon&na potencialova bariéra ve Sa os x a y.
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Na rozdil od jednoroz#mné potencialové pasti %

nejsou energii ¢astice jednozrmé prirazeny :::

stavim castice ,, n), nebad@ raznym ——>5
kombinacim sta n, a n, mize nalezet stejna
energie. Tedy tizné stavy mohou mit stejnou
energii —-degenerace stavu 4
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Elektron zachyceny v 2D potencialové jaévytvoiené
barierou zeleznych atontt na povrchu médéneho krystalu.

M.F. Crommie, C.P. Lutz, D.M. Eigler, Confinement ofe&rons to Quantum
Corrals on a Metal Surface: Science, Vol.:262, 1293-220.



Harmonicky oscilator.

Potencialni energie harmonickeho oscilatoru v okohima x = x, rozvineme v
mocninouradu.

V(x):vm)+(d\;(xx)j (x- >s)+1(d2\’(’9] (e g7+
X=X X=

Jelikoz v minimu je prvni derivace rovna nule, pak amztieme-li zminy
potencialni energie k energii miniméx,) a bereme-li v tvahdlen druhéhaadu
dostaneme potencialni energii ve tvaru:

V(%) :%[dg’xﬁx)j (x- %)?
x=%

Dosazenim dostanengerovnicipro linearni harmonicky oscilator:

- n? d? 1 \ -
—Zmd)fzmafx%wm— By (3
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2E h

Zavel’me prom¢nne: é= g A= %, X, = E}
Dosazenim Y i () _z2 —
progmnych doS rovnicedostaneme: 4z +(A=&N)(é)=0

Prozkoumejme, jaké je asymptotické chovani vinové funpaeé — = « , to
znamena, ze titeme zanedbaten A. ReSenim asymptotick®& rovnice

d’y($)
T 5;#(5) :32

je vinova funkce: Y(&)=Ae ? + Be?

kde A aB jsou libovolné konstanty.

Exponenciela p koeficientuB roste proé - + co nade vSechny meze a vinovou
funkci v tomto tvaru nelze normovat. Bez ohleduaemergii E se asymptoticky
chova pouze prvnilen vinové funkce:

Y(S) = Ae

&
2



&
Obecn&eseniS. rovnicehledame ve tvaru:/(¢) =v(é)e 2

Hledejme neznamou funkcv (& ). Dosazenim vinové funkce dB. rovnice
dostaneme rovnici pro hledanou funkdié):

* d*v(¢&) 5 dY<) - _
(*) T D& iy +(A-1v(E)=0
Funkci v (€) budeme hledat ve tvaru mocninfaély: V(&) = i a "

Spaitéme prvni a druhou derivaci funkeg(¢) : k=0

[0}

V(6= a ks V'(€) =2 a k(k-1)&*
k=1 k=2
Po dosazeni do rovni¢®) a Upra¥ ziskame vztah:

i[ak+2(k+2)(k+1)_ 26& k+ (A - 1)@] fk =(



Tento vztah musi platit pro vSechidy, to znamena, ze vyraz v zavorce se musi
rovnat nule. Z vyrazu v zavorce pak ziskame vztah:

C2k+(A-1)
T k+2)(k+1)

Zvolime-lia, = 1, a, = Oje odpovidajici funkce suda, naopak zvolimask 0, a, =
1 pak je odpovidajici funkce licha, ®bunkce jsou vsals rovnice Vinova funkce
musi sphovat podminky:

lim () = lim_@(&) =0

Radav (&) se pro velk&f chova jako funkceexp(é)? , ktera je divergentni. Coz
znamena, ze i vinova funkce pfo- + « diverguje. Funkcey (&) tedy nenize byt
ve tvaru nekonmé rady, ale musimerpdpokladat, ze funkce (¢ ) je ve tvaru
polynomu, tj. ze od u«itého indexun plati a,,, = 0. To znamend, Ze doposud
libovolné A musi nyni splovat podminku:

A=2n+1, n=0,12,.

Az



Z podminky pro hodnoty vyplyva kvantovani energie harmonickeho oscilatoru:

E :hw(n+%), n=0,12,.

Polynomyv (£) se zapisuji ve tvaru tz¥ermitovych polynon:

H. (&) = (-1)e” d; &t

Hermitovy polynomy jsou ortogonalni polynomy. Vinovaunkce spiuji
normovaci podminku a maiji tvar:

1
(&)=
#nle) NN

kde ¢ = x/x, . Energie zakladniho stavu, (pne= 0), je nenulova:

hw
2k 2

e H (&), n=0,1,2,.




Nenulova hodnota zakladniho stavu je podstatnym mxdibproti klasickému
oscilatoru ktery mize mit nulovou energii v minimu potencialni energléx).
Nenulovost energie oscilatoru v zakladnim stavu sowviselacemi neuditosti,
podle které je v zakladnim stavui grostorovem omezeni pohybu nenulova
hodnota impulsu a tedy | energie.

Energie oscilatoru jsou ekvidistantni a maji charakeranych stay, pro réz je
castice lokalizovana v prostoru. Energeticke spektpemv jednorozrrném
pripadt nedegenerovane.




Vodiku podobny atom.

Vodiku podobnym atomem rozumime atom &mi se elektron o nabojie a
hmotnostim, pohybuje v centralnim poli atomoveho jadra o naejikdeZ = 1,
2,.... Hamiltoniv operator vodiku podobného atomu je dan vztahem:

2 2
0 = h 2 — 1 Ze
2m, 4rE, 1

Coulombovsky potencialni zavisi pouze naisalnicir (jde o pohyb v centralnim
poli) a je proto vhodné pouzit Hamiltonian vytady ve sférickych sdaadnicich(r,

6, 9):
H‘: hz |:1 a[rz aj+Ag,¢:|_ 1 Ze2

om | rPorl or) r? | 4,

kde

1 0 ( . 1 0°
DNy =— SIN@— |+ — >
?  sin@ 06 068) sir@ag




To znamena, zZe stavy vodiku podobného atomu Izdiktasat podle kvantovych
¢isell am charakterizujici stavy kvadratu impuls momentu a zslggky impulsu.

‘ﬂ(r,g’m :wnlm (r ’H’¢)

Hamiltonian vytvdi spol&n¢ s operatory kvadratu impuls momentu a jehové

komponenty navzajem komutuji. To znamena, ze majiespy system vlastnich
funkci:

Operatory kvadratu impuls momentu a z — ové komponeanpulsu nezavisi na
promenner. Vinové funkce potom separujeme &ast radialni aast zavislou na
uhlovych sowadnicich (6, @) :

@(r.0,0)=R(r)Y,@.9)




R(r) je radialni¢ast vinové funkce, dosud neena, vinové funkcé, (6, ¢) jsou
vlastni funkce operatoru kvadratu impuls momentu arapeu paiimétu impuls
momentu do Skru osyz

Y, (8,4) = *I(1 +1)Y,, (6.8), 1 = 0,1,2,.

LY, (8,¢)=rmY.(6,¢), me—|....,|

Dosazenim dd. rovnice ziskameSrovnici pro neznamou radialniast vinové

funkceR(r):

2

h 12d(r2 dj+|(|21) o1 Z¢€ S ER
2m | rodr dr ATE, I

r
kde E je vlastni energieS. rovnici zjednoduSime rovnici zavedenim nasledujici
promenné: u(r
R( r) :—( ) —
I
p? deu(r)  Acl(l+1 1 Ze?
- (2 )+ ( )u(r)— u(r) = Eu(r)
2m,  dr 2m,r’ aE, T




Zavedeme nasledujici jednotku, které nam umozni da&hamné zjednoduseni
predchozi rovnice. Vzdalenost budeme vyg@at v bezrozriérnych jednotkachag
je Bohrav poloner):

hz
p=——r8y = AE——
3 "mé
Energii budeme vyjadvat pomoci bezrozénné velciny € (Ry je 1 Rydberg:
E 1 €
E=—,Ry=

Ry 47, 28,

Vysledna rovnice jejizeSeni hledame ma tvar:

d’u(r) { , 2Z |(|+1)

}u(r) 0

do’ p P
Nejprve najdme asymptotickéeSeni pra - «tj. p - o. Rovnice pejde na tvar:
deu(r
( )+£u(r) 0

dp®



Redeni splujici podminkw — 0 pro o — 0 zapiSeme ve tvaru:
u(p) = const €7, a =+-¢
Obecné&eSeni na celém intervalu hodribt p < o zapiSeme ve tvaru:
u(p) = f(p)e”, a=+-¢
Dosazeni d&. rovnicedostaneme rovnic pro neznamou funk@m)

2
d?f df {2z_|(|+1)}fzo

2 - 20— 2
do do P P

Funkcif (p) hledame ve tvaru mocnindiady:
— N k
f(p)=p") ap
k=0

Konstantu g najdeme z pozadavku na kKoost funkcd pro o — O: V= | +1



Pak dostaneme pro funkiciztah:f (0) = o +1Z a,
V=0

2
f_2 df {2z_|(|+21)}f:0
do | p p

Dosazenim do rovnice

dostaneme:
Sla. ((v+1+2)@+I+1)-1 (+1)+a, (Z - 2 ¢+ + D] o' = (

Z této rovnice pak @ime vztah pro koeficientsady.
22V +1+1)-Z
w+1+2)v+l +1)-l ( +1)

a,, = v=0,12,.

Rada s uvedenymi koeficienty je divergentni. Z pozidana konvergenci radialni
¢ast vinoveé funkce vyplyva, ze musime pozadovat, absfigienty od witého
indexu byly nulové, tedy, aliyada geSla v polynom.



Koeficienty budou od jistého indexu nulové, pokudi®yproditatel ve vztahu pro
koeficientyrady platit:

2a(n +1+1)=22,n = 0,1,2,.

Tato podminka je kvantovaci podminkou pfgppstné hodnoty energie.

Z
a =
(n, +1+1)
Namiston, zavedeme hlavni kvantowgslo n vztahem:

n=n+I1+1, n=12,3,..

Pro povolené hodnoty energie stacionarnich tstawediku podobného atomu
dostaneme vztah:

2 2
E=-1%¢1 o123,
47E, 285, N

Energie staly jsou zaporné, to znamena, ze k ionizaci atomiejgatdodat energii.



Pro hodnoty orbitalniho kvantovékitslal plati: |=0,1,2,...n— .

Magnetické kvantovéislo mmaze nabyvat hodnot: m=—1,....,I

Energie zakladniho stavid, neni degenerovana, vysSi energe, n > 2, jsou
degenerované fislusi jim stavové funkce sznymi hodnotami kvantovyctisell
am. Degenerace hlading, je dana vztahem

§(2I+1):n2

Dosazenim vztahpro kvantovécislo n a pro a do vztahu pro koeficientyady
dostaneme pro koeficienty vztah:

__2L n-(v+I1+1)
Ps n (2l+v+2) +1)

a, v=0,12,.

Dosazenim do rozvoje funkég) ziskame vztah pro radialéést vinové funkce:
_2Zp  27Zr
n na,

<
R,(6)=N,e2& L&) ¢




Funkce Li':ll(f) jsou tak zvarfi@ipuZzené Laguerrovy polynomy.

Celkoveé vinové funkce vazanych stggou dany vztahem:
wnlm(r ’ 9’ ¢) - I:in (r)YIm (e’¢)

Tyto funkce pro: n=12

1=0,1,2,..n-

m=-1I,.....|
tvori Uplny ortonormalni systém funkci, déhoz mizeme rozvinout obecri@seni
netasoves. rovnice



Atomoveé orbitaly.

Tvary atomovych orbitéljsou dany uhlovogasti vinove funkcey, .( 6, @):




Magneticky moment a moment hybnosti elektronu.

Podle klasické fyziky vznikd pohybem elektronu okoémlrp proudova sndka.
Lze tedy pedpokladat, ze s touto proudovou skou je spojen uiity magneticky
moment. Pohybuje-li se elektron v magnetickém palk gpotencialni energie
takové proudové sniky v magnetickem poli je dana skalarnim &oem
magnetického dipélového momentu a magnetické induk&gsiho pole:

U=-BIM =-BM,

Operatorz-tové slozky magnetického momentu elektronu souvisihe @bitalnim
momentem vztahem:

A~ e A
M =—L,
2m,
pro stacionarni stavy/ ., pro réz plati I:Z{,Unlm =mmy ., m=—1...l
nabyva magneticky moment hodrein; kde 14 je tzv. Bohriv magneton

en

ﬂs—‘ﬁ




Energie spojena s orbitalnim pohybem elektronu vekeogodobném atomu je
dana vztahem:

Spolu s vyBrovym pravidlemAm = 0, £1pro pravépodobnost fechodu elektronu
mezi odpovidajicimi hladinami dostavame, ze spektidla ffechodu mezi ddma
hladinamiE, se v magnetickém poli rozgi na ti hladiny. Tento jev nazyvame
Zeemairiv jev.



Spin elektronu.

V roce 1925 navrhli George Uhlenbeck a Samuel Goudsypibtézu podle niz ma
elektron vlastni vnihim impuls momentu. Tato hypotéza vyznamn
zjednodusSovala interpretaci emisnich spekter atonalikuo Velikost kvantového

¢isla vnitniho momentu je 1/2, s 8na moznymi stavy +1/2 a - 1/2. Tento w¥nit
impuls moment nazyvanspin

George Eugene Uhlenbeck _
6.12. 1900, Batavia, Dutch Samuel Abraham Goudsmit

East Indies — 31.10. 1988, ;he Hfg;eig%?' 1902 —
Boulder, Colorado eno, 4.1z.



Stern - Gerlachiv experiment.

Predpovd klasicke fyziky. Atomy stibra.,

V&énost /
J.

Otto Stern
(17.2. 1888 — 17. 8. 1969) N

\ Picka

Nehomogenni magnetické pc

Experiment provedli v roce 1925, s atomyilsh a
potvrdily hypotézu o vnihim momentu hybnosti
elektronu. Atomy gtbra maji ve valefni slupce jeden
nesparovany elektron, atomribta se pak ve \¥sim

magnetickém poli chova podobjako samotny elektron.

Walther Gerlach
(1.8. 1889 —10. 8. 1979)



Spin elektronu.

Zavadime operator spir@ a vedle kvantovytsel n , | , m zavadimespinové
kvantovecislo m, které nabyva hodnotn, = + 1/2 . Operator spinu souvisi s
magnetickym momentem vztahem:

di=-©8
m,

K nalezeni operatoru spinu, vyjtie z komutanich relaci pro operatore impuls
momentu:

S.§|=0S |5 g=ng| s &0l

Vzhledem k tomu, ze hodnotadipnétu spinu do libovolného séru je vzdy rovnat
hl2 zavedeme pro operator,, S, 9 hermitovskéiam druhéhdadu, které
zapiSeme ve tvaru: ~ h ~ h

-~ _h
S=—-0, §=—-0, S=—0,
X 2 X % 2 Yy S 2

Pro tyto matice plati vztahyr: =1, g 5 =1,0’=1 (*)

[UX,Jy]:ZiJZ, [Jy,dz]: 20 , [ang: ng ()



Jxa-y = _Jyax’ og,=—0g,0 g ~0q (***)

Z rovnic(*) , (**) a(***) pak dostaneme nasledujici matice:

L e P

Vlastni funkce operatorg-rovéslozky spinu jsou:

o) ol

Symbol?1 ozn&ujeme ,spin nahoru®| znai ,spin doki® .




Soubory stejnychcastic.
Mame system vicéastic jemuz je prazen Hamiltofv perator:
N a2
A~ o] ~ N ~
H =Y T4V (%, %, %o )+ W
=1 2M

\7je operator potencialni energie interakce m&wticemi, W je operator
charakterizujici interakci mezi impuls momentem a epidastice §pin-orbitalni
interakce.

VaN

Jestlize jsou vSechnyastice stejné, to znamena ze jsou nerozliSitelné, pak
Hamiltoniv operator se ip zanené libovolnych dvoucastic nezrani. Zavelme
operatorP, transpozi¢éstic (vyneny castic)k al .

Podminka nerozliSitelnosttastic @i zamené znamenda, zZe operator transpozice
komutuje s Hamiltonovym operatorem:

IESI(II:I:I:”’:\?(I

Veznmeme dw ¢astice, vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru frazise musi

spliovat rovnici: |5k|‘ﬂ(1’ 2)= Ay (1,2)




Vlastni ¢islo A je realnécislo. Aplikujme operator transpozice na rovnici ¢est
jednou, pak dostaneme: A, ,
Puw(l,2)=AY%(1,2)
Ptisobenim operatoru transpozice dostanemk}, (/ (1,2)=¢ (2,1)
To znamena, Ze plati: Py, 2)=y (2,1

A tedy: A2=1 A=+1

Operator transpozice ma tedyéduastni hodnoty + 1. Vlastni funkce odpovidajici
kladné vlastni hodnéthazyvamesymetricke funkce je dana rovnici:

Pw.12)=¢. 1,2

Vlastni funkce odpovidajici zaporneé vlastni ho@notzyvameantisymetricke
funkcea je dana rovnici:

P, (1,2)=-y, (1,2)




Soustava dvou elektrén protori a neutrofi, je vzdy popsana antisymetrickymi
funkcemi. Na druhou stranu soustava daeidasticje popsana symetrickou vilastni
funkci. Vlastnost symetrie vzhledem k transpozici jatria 1 v soustavach

slozenych z libovolného gtu ¢astic.

Soustavycastt popsané antisymetrickou vinovou funkci jsou soustavy sozen
elektroni, protori a neutrofl a jinych castic slozenych zastic s poldiselnym
spinem. Takovéastice nazyvamermiony.

Soustavycastt popsané symetrickou vinovou funkci jsou soustavy slozedste
s cel@iselnym spinem, nazyvameljesony

To také znamena, ze ne kazda linearni kombinace libgeo reSeniS. rovniceje
moznym stavem soustawastic. Mozné stavy soustawastic musi byt popsany
takovymi linearnim kombinacemi vinovych funkci, tée nengni vlastnosti
symetrie vzhledem k transpozici dvogastic.



