Booleova algebra



Logicke proménne a logicke
funkce

e Logicka proménna je veliCina, ktera muze
nabyvat pouze dvou hodnot, oznacenych O a
I (tedy dvojkova proménnd) a nemuze se
spojité menit

* Logicka funkce n proménnych X,, X,, X,,...
X, Jje funkce, ktera muze nabyvat, stejné
jako vSechny logicke proménn¢, pouze
dvou hodnot



Logicke proménne a logicke
funkce

e Funkce rovnosti plati, kdyz dvé logickeé
prom¢énne A , B se sobé rovnaji, tzn. ,
Jestlize A=1,B=1neboA=0,B=0,
coz zapisujeme A=B

* Dvé veliciny A =a,, a,, a3, B=Db,
b,, b,,... b_se sobé rovnaji, kdyz plat1 a. = b,
pro véechna l.



V Booleove algebre jsou
definovany ti1 zakladni operace

* Logické negace 0=1

| =0

 Logicky soucin Y=A.B

* Logicky soucet Y=A+B



Zakony a pravidla Booleovy
algebry

o« Komutativni zakon

e Asoclativni zakon

e Distributivni zakon

A+B=B+A
A.B=B.A

A+(B+C)=(A+B)+C
A.(B.C)=(A.B).C

A+B.C=(A+B).(A+C)
A.B+C)=A.B+A.C



Zakony a pravidla Booleovy

algebry

Zakon o agresivnosti prvku 1 a O
Zakon o neutralnosti prvku 1 a O
Z4kon o vyloucCent tietiho

Zakon dvojité negace

A+l=I
A.0=0
A+0=A
A.l=A
A+A=l
A.A=
A=A



Zakony a pravidla Booleovy

algebry

o Zakon absorpce

Zakon absorpce negace

A(A+B)=AB



De Morganuv zakon

A+B+C+..=A.B.C. ...

A.B.C...=A+B+C+...

* negacli funkce ziskame nahrazenim kazde
promenné jeji negaci a zaménou znacek
souctu a soucinu navzajem
A+B.C=A+(B.C)

Tedy:
A+B.C=A.(B+C)




Definice logicke funkce

e Pravdivostni tabulkou

— Pravdivostni tabulka je tabulka , do které se zapisuje logicka
(Booleovska funkce) . Pravdivostni tabulka méa r+n sloupct
a 2" radku . Cislo r je pocet sloupcu vyslednych funkci
(obycejné byva jedna vysledna funkce — tedy jeden
sloupec). Cislo n udava poéet proménnych. Cislo 2" udava
pocet vSech moznych kombinaci proménnych, kde ¢islo n je
pocet proménnych. Tyto kombinace reprezentuje pocet
radk .

« Zapisem logicke funkce
— Uplné disjunktivni normalni formy — UDNF
— Uplné konjunktivni normalni formy — UKNF



Abychom mohli s kombina¢nimi logickymi funkcemi pracovat, musime je nejprve
zapsat C1 zobrazit.

Nejcastéji se pouzivaji tyto zpusoby zdpisu, popi. zobrazeni kombinacnich
logickych funkci:

zapis pomoci pravdivostni tabulky,
zapis logickym vyrazem,

zobrazeni pomoci mapy,

zobrazeni pomoci logického schématu.



Uplné zadana funkce

e Logicka funkce je Upln€ zadana , jestlize je
znama jeji hodnota | nebo 0 pro vSechny
mozn¢ kombinace hodnot proménnych

A B C f

0 0 0 0
0 0 I I
0 I 0 I
0 I I 0
I 0 0 0
I 0 I I
I I 0 0
I I I I



Neuplné zadana funkce

Logicka funkce je neuplné zadana , kdyz
jeji hodnota pro nékteré kombinace hodnot
proménnych je libovolna nebo neni urCena

A B C f
0 0 0 0
0 0 I I
0 I 0 X
0 I I 0
I 0 0 X
I 0 I I
I I 0 0
I I I X



Logicka funkce n-proménnych

* Logicka funkce f n-proménnych nabyva
vsech moznych hodnot, pro vsechny mozné
kombinace n-proménnych .

e Pocet funkci je (2%)"



Funkce jedné promeénné

0 0 0 I |

1 0 I 0 |
 konstanty fo=0 a fs=1
e prom¢nna sama fi=A

* negace promenne f2=A



Funkce dvou proménnych



Funkce dvou proménnych

soucet modulo 2

ekvivalence

Piercova funkce
Schefferova funkce

Inhibice

A®B

AX®B

Negace obracene implikace

Obracena implikace

Implikace

fs = AB + AB

fs=A+B



Uplnéa disjunktivni normalni forma

» UDNF — je to soucet zakladnich soudind
piimych nebo negovanych proménnych .
Kazdy zakladni sou¢in (minterm — z ang.
minimal polynomial term) nabyva hodnoty |
pro urcitou kombinaci, kdy funkce ma
hodnotu | a hodnoty O pro vSechny ostatni
kombinace. UDNF vyjadfuje funkci jako
soucet pripadu, kdy ma hodnotu I.



Uplné konjunktivni normalni
forma

« UKNF —je to sou¢in zakladnich souétt
piimych nebo negovanych proménnych .
Kazdy zakladni soucet nabyva hodnoty 0
pro urcitou kombinaci, kdy funkce ma
hodnotu 0 a hodnoty | pro vSechny ostatni
kombinace. UKNF vyjadfuje funkci jako
soucin piipadu, kdy ma hodnotu O.



Vypis logickych funkci z pravdivostni

tabulky
A B C f
0 0 0 I
0 0 I 0
0 I 0 I
0 I I 0
I 0 0 I
I 0 I 0
I I 0 I
I I I 0
f=ABC+A

BC+ABC+ABC
B+

f=(A+B+C).(A+B+C).(A+B+C).(A+B+0C)



Karnaughova mapa

Yo — O

O o - o

N o O —

< o o o

0O 0 |




Zjednodusovani zapisu logicke
funkce

 Algebraicka minimalizace

— upravovani logického vyrazu podle zdkonu a
pravidel Booleovy algebry

o Grafickd — Karnaughova metoda

— Pro zjednoduseni funkce pomoci algebraicke
minimalizace spojujeme souciny (mintermy) ,
ktere se liSi v jediné proménné



Algebraicka minimalizace

A B f

0 0 | .
f=AB+AB+ AB

0 1 0

f=AB+AB+AB=AB+B)+AB=A+AB=A+B



Minimalizace logicka funkce

V Karnaughové map¢ vytvarime podmapy
Podmapou rozumime sjednoceni 2 sousednich
stavl, ve kterych nabyva logicka funkce hodnoty

lprok=0,1,2,..,n-1

Kazdou podmapou vylou¢ime k proménnych
Z dvou, Ctyf az 2™ zakladnich soucinu

Snazime se vytvaret co nejvetsi podmapy,
abychom vyloucili co nejvétsi poCet promeénnych
Vyuzivame k tomu take neurcité stavy



Pravidla vytvareni podmap

vybranymi podmapami musi byt pokryty vsechny
jednotkové stavy logicke funkce,

do podmapy spojujeme stejne stavy, které spolu sousedi
hranou, a to 1 pfes okraje mapy. Rohy mapy jsou téz

sousednimi stavy. Cleny dvou sousednich poli se od sebe
1181 jednou proménnou a tuto proménnou muzeme vyloucit,

podmapu pravidelného tvaru (¢tverec, obdelnik) vytvarime
co nejvetsi, aby se ze skupiny stavu vyloucilo co nejvice
promeénnych,

podmapy se mohou prolinat,

nevytvaiime zbyteCné podmapy, tzn. Ze nespojujeme ty
stavy, kter¢ uz byly predtim pokryty jinou podmapou,

¢im vétsi bude podmapa, tim jednodussi bude vysledny
vyraz
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ZjednodusSeni upln€ zadan¢ funkce
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Priklad 1. reSeni

1) Minimalizace upravou logickeé funkce:

()=m()=minterm( )

(0) (1) (3) (4)

Lf1=.l’{‘23{‘1.?f'ﬂ+..1"2.1"1I0+I2I1ID+I2I1ID+I2I1ID=

ME(0)T7Y

(7)

+

D ¥o ¥4 ¥o f
0 0 0 0 1
1 0 0 1 1
2 0 1 0 0
3 0 1 1 1
4 1 0 0 1
5 | 0 1 0
6 1 1 0 0
7 1 1 1 1

=X2 X1 Xo+ X2 X1 Xo+ X2 X1 Xo+ X2 X1 Xo+F X2 X1 Xo+ X2 X1 Xo=

~— —e
ata-—-a

=;1 ;D(;l+x3)+;2I{}(;1+I1)+IIIG (;z-l-l'z):

= X1 Xo+ X2Xo+ X1 Xo

v

1. feseni

f1=.3;’1 Xo+ X2Xo0+ X1Xo0




Priklad 2. reSeni

1) Minimalizace uUpravou logické funkce (pokrac.): D| % | x| x| f
: 0] 0|l o] 0] 1

() =m( ) =minterm( ) 1 0 0 1 1

2 0 1 0 0

(0) (1) (3) (4) (7) 31 0] 1 1 1

_ = - — _ 4 1 0 0 1
f2=X2X1Iﬂ+.);‘z.I‘l.);‘cr+I2I1ID+I2I1IG+I2I1I0= g :‘] ? g] g
¢ ’. ------ (D:]("]J—‘ ,‘— (33{?} T 1 1 1 1

(0)(4)
=X 2 X1 XoFX2X1Xo+ X2 X1 Xo+ X2 X1 Xo+ X2 X1 X0+ X2 X1 Xo=

-~ —e
ata=a

(0)(4) (0)(1) (3)(7)

= X1 IG(I2+IE)+I2I1(IG+ID)+IIIG(IZ+IZ)=

o 2. feseni
=X1 Xo+X2X1+X1Xo0

f2=.3;‘1 Xo+ X2X1+ X1Xo

v




Priklad

2) Minimalizace z K-mapy (Karnaughova mapa):

f=> m(0.1,3,4.7)

1. feseni
X1
Xo
1 ( 1,; 1;1 0 - = —
--_\|\ = 2 f1=X1ID+X2Xﬂ+X1X0
‘ 1 [15\1 Ua
X2

AN

2. feseni

X1

Xo
m f2=.?’f1 Xo+ X2 X1+ X1Xo
\1/| o,

2%

~ | o | o = o o
===l lolololop
= lmlool=ml=m|lolo

cloclol=m|lo|= o’
= lolol=|—=lo|l=|—=|—

Porovnej s reSenim
dle 1)
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Realizace prikladu - NAND

f24=f2= X1 X0+ X2X14+X1X0=X2X1 X1X0 X1X0

X, O Bc N
S
X ; C—e I\c \:D
| / — L/

D X2 X1 Xo f
0 0 0 0 1
1 0 0 1 1
2 0 1 0 0
3 0 1 1 1
4 1 0 0 1
5 1 0 1 0
6 1 1 0 0
7 1 1 1 1

a0 f a2

Jen hradla NAND




Karnaughova mapa pro 5
promeénnych

16

X1 X3X:

X1
Xo

f= X4X3X2Xo+ X3X2X0+

+ X1 X0+ X4X2Xo



Sablony Kaurnaghovy mapy

—_— X0
0 1
2 3
Xi
Xi
Xo
0 3 2
4 5 T 8]

X3 X2

0 1 3 2

X1
Xo 4 5 7 2
0 | 3 2 12 13 15 14
ad S] N A B o8| el 11 10
121 13 15 14 24| 25| 27| 26
8 9 11 10 28| 29| 31| 30
20| 21| 23| 22
16| 17| 19| 18

XaX3X2

X1
Xo




uplné zadan¢ funkce

Seni ne

Zjednodu
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NOoO e —0O —O —
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Minimalizace neuplné urcenych funkci
Pravdivostni tabulka netplné urcené funkce neobsahuje vSechny radky, které
ma tabulka upln¢ urCené funkce se stejnym poctem proménnych. Tedy pro
nékteré kombinace vstupnich proménnych neni hodnota funkce definovéana.
Pro tyto kombinace miZzeme hodnotu funkce definovat dodate¢né tak, aby
vyjadreni funkce bylo co nejjednodussi.

t t

u u
o 1 3 2 0 1 3 2
1,0 0 1 1 0 0 1
4 5 7 6 4 5 7 6
0 0 0 1 0 0 0 1
S S
C D F E C D F E
X X X X X X X X
8 9 B Al |T 8 9 5 Al T
1 0 X X 1 0 X X
e=S-U+t-T e=T-(5+1)

Minimalizace funkce e s vyuzitim neuplnosti jeji definice



Dvoji vybeér:

t t
u u
7777777777777777 0 1 3 2 0 1 3 2
1 1 1 1 1 1
4 5 7 6| | 4 5 7 6
1 1 |1 s | 1 101 |s
y=t-U+5-u+s-t y=S5-t+t-u+s-0

Funkce se dvéma moznymi minimalnimi souctovymi tvary



Konzultace k téematu semestralni prace
Navrh logického obvodu

 Popis funkce logickeho obvodu s min. 4
vstupy a min. 1 vystupem

— Slovni popis a pomoci pravdivostni tabulky
 Minimalizace logicke funkce

— Pomoci zakonu Booleovy algebry a pomoci
Karnaughovy mapy

* Navrh realizace minimalizovane logicke
funkce
— Pomoci logickych ¢lentt NAND



Priklad

e Chceme urcit logickou funkci zafizeni které:

— rozsviti zelenou zarovku — F1, kdyz v néjakém
vyrobnim procesu piekroci kritickou hodnotu pouze
jedna ze sledovanych veli€in, napft. tlak (x), nebo
teplota (y), nebo vihkost (z), nebo zadna,

— rozsviti Cervenou zarovku - F2, kdyz je pfekroCena
kritickd hodnota kterychkoli dvou veli€in soucasné,

— zapne sirénu - F3, kdyz jsou piekroceny kritické
hodnoty vSech tfi veli¢in soucasng.



Priklad
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Dekoder z kodu 2bit. BCD na 7-mi segmentovy displej
Vstupni proménné: Q2,Q3
Vystupni proménne a,b,c.d.e.f.g.

2 —
B f/u /b P
11T = IE
1= 11 £ [/ 03
0 1 2 3 d
aslaz|mlalb|c|dle| ]y a=02 +03 a=02
ololrl1 |1 |ofof1]1]1 h=1 f=C2.03
al1]1]of1|1]o|lo|lo]o o= Q2 9=02 +03
1 ol 211 1 ] 1 1 a |1 d=13
111311 [1]1]0|lo]1
a C d e f g
— a2 — a2 — — Q2 — a2 — Q2
(1]] o 0|1 o0 (1] o (1) o [1]] o
‘Ej ‘Dl*l] |[11 |l1n ‘DD ‘I’I’I
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Dalsi priklad

Jako priklad tohoto zptusobu zapisu uvedeme popis prevodniku Ctyrbitového
binarniho kodu na kod sedmisegmentového displeje s hexadecimalnim zobrazenim.
Nacrt zapojeni a zobrazované znaky (hexadecimalni ¢islice) jsou na obrazku.

Vstupni proménné MSB (Most Significant Bit) a LSB (Least Significant Bit)
oznacuji nejvyznamnéjsi a nejmeéne vyznamny bit.

| Ulc3H50 lg3nnlder

° 9 ‘

B/7seg |- & —

r (MSB) L

S | I

t L

c

u (LSB) L 5

V VYV VYV YV
WU\ W W

Prevodnik ctyrbitovéeho bindrniho
l kddu na kod sedmisegmentového displeje

Prevodnik Ctyfbitového binarniho kodu na kod sedmisegmentoveho displeje, pri
hodnot¢ 1 proménnych a az g odpovidajici segmenty sviti.



Pravdivostni tabulka prevodniku
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Priklad (displej): segment e

tu +rt+rs+us

u
0 1 3 2
1 1
4 5 7 6
1
S
C D F E
1 1 1 1
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