(Auto)korelacni
funkce



Nahodné procesy

Korelace mezi nahodnymi proménnymi ma siroké
uplatnéni v elektrotechnické praxi, kde se snazime o
porovnavani dvou signall, které by mély byt ,,stejné”.

Prikladem muze byt radarova
detekce nebo sonar.

Mame nejaky vyslany signal a zajima nas
jak detekovat (najit) signal odrazeny,
ktery monitorujeme v rtznych ¢asech.

Tyto a dalSi procesy jsou stochastické v Case. Zajimame
se o ¢asovy prubéh (posloupnost) ndhodnych déju.



Nahodné procesy

Pr.: mame vysilany signal x(t) a detekujeme
odrazeny signal y(t).

V pripadé radaru, pro detekovany odrazeny
signal od letadla plati: y(t) = a-x(t-D) + w(t), kde a
je faktor utlumu, D je zpozdéni mezi vyslanym a
prijatym signalem a w(t) je Sum.

Tedy detekovany signal je v podstaté nahodna
velicina a my hledame korelaci s x(t), abychom
mohli urcit vzdalenost letadla.

Oba signaly musi na sobé zaviset, tedy musi byt
korelovany.




Nahodné procesy

nahodna velitina —
realizace nahodného procesu
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Nahodny proces pak délime na: o "y

. V4 7 4

— Nestacionarni L
— Stacionarni 3 _

cas t] 1

V kazdém case mame jinou nahodnou proménnc{u, . -
kterd je funkci ¢asu: p(X, Y, t;, t,) Obr. 7. Coytirealizace nahodneho procesy
Pro stacionarni nahodny proces plati,
ze zakladni charakteristiky E[X] a Var[X] ..
nezavisi na case a p(X, Y) je funkci | | |
rozdilu éasu t; — t,. i i : NN
Soubézny zaznam nékolika realizaci Obr. 8. Realizace staciondrniho nshodného procesu
nahodné promeénné je neprakticky. Nahradim to rdznymi ¢as. useky
jedné cas. realizace.

Vypocet E[X] a Var[X] pak provedu z ¢asovych vzork( vzdalenych t.
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(Auto)korelacni funkce

Uz vime, ze stredni hodnota a rozptyl jsou pocatecnimi
charakteristikami (momenty) prvniho radu nebo
centralni momenty druhého radu.

Korelacni funkce pak je momentem druhého radu
dvojrozmeérné nahodné proméenné p(X, Y).

Autokorelacni funkce je korelacni funkce nahodného
procesu hodnoceného ve dvou rtznych casovych
okamzicich.

Budeme se zajimat jen o stacionarni procesy, které
nejsou funkci Casu t a zavisi jen na ,,zpozdéni“ t.



(Auto)korelacni funkce

Korelacni funkce: R, (t, t+1) = E[x(t)-y(t + T)]. Pro stacionarni proces:

. 1 _
R (1)= E{.r{r'h-'{r— ﬂ} = lim — [x(ﬂ vit+1)dt

T—=+x . o
0

Autokorelacni fce: R, (t, t+T) = E[x(t)-x(t + T)]. Pro stacionarni proces:

RH{TJZE{.T{."}.T[I%-TJ} = lim ?I‘x[ﬂr{r—ﬂn’r

Pro diskrétni nahodné procesy lze odvodit podobné vztahy, kdy
integral nahradime sumou.

Plati to pro nahodné procesy, které jsou definovany na ¢ase od 0 do
00,

Pokud u korelac¢ni funkce prehodime poradi ndhodnych procesut y a
x, pak lze odvodit:

R, (1) = E{x(t)y(t + 1)} = E{3(1,)x(r, - 7)} = R (- 1)

g



(Auto)korelacni funkce

e Rikdme, Ze autokorelaéni funkce je suda pokud
plati: R, (T) = R (- T).

e Autokorelacni funkce centrovaného ax(r)=x(r)-E{x(1)]
nahodného procesu souvisi s autokorelacni
funkci necentrovaného (obecného) procesu

vztahem: RV | 1
Ry (T) = lim s | (x(7)—p)(x(z+7)—p) dr=R_(7) -’

T—+m
0

e Ry (T) nazyvame jako kovariancni funkce a
plati pro ni, ze Ry ,,(0) = 0.



(Auto)korelacni funkce

Pak lze dale definovat tzv. normovanou kovariancni funkci:

. R (1)
P T) = 1;2
Hodnoty normované kovariancni funkce maji vyznam
korela€nich koeficientu mezi vzajemné posunutymi
hodnotami nahodného procesu. Pro stale vetsi T dvou
vzorkl ndhodného procesu je jejich vzajemna souvislost

stale mensi a tedy i kovariancni funkce.

Je-li vstupni nahodny proces (signal) periodicka funkce, pak
autokorelacni funkce je také periodicka.

Typicky priklad autokorelacni : Eal”
funkce: 4 NG

Obr. 10. Autckorelacni funkce cbecného nahodnsho procesu



Aplikace (auto)korelacni funkce

e Urceni casoveho zpozdéni mezi dvéema podobnymi déji
— Zname rychlost Sireni signalu v a chceme urcit vzdalenost
objektu d (radar, sonar, ultrazvukova diagnostika).

— Zname vzdalenost d dvou senzoru a chceme urcit rychlost
télesa v, které se pohybuje mezi senzory.

e Spocitame autokorelacni funkci mezi signalem
vyslanym a prijatym nebo mezi signaly ze dvou
senzordu.

e \/ySe uvedené jsou stacionarni nahodné procesy a tedy
autokorelacni funkce bude zaviset jen na zpozdéni t.
Maximum autokorelacni funkce nastava prave pro
zpozdénit=Ty=d/v.



Aplikace (auto)korelacni funkce

e Zjisténi periodicity signalu
— Mame nahodny proces, ktery prevedeme na signal,
ktery maze byt charakterizovan velmi dlouhou
periodou. Pak je obtizné ve velkém mnozstvi dat najit
periodicitu signalu.
e Pokud je to stacionarni proces, tak autokorelacni
funkce musi byt periodicka funkce zpozdéni t.

e Takovato autokorelacni funkce bude mit silna
lokalni maxima pro t =0 a pro nasobky periody
nahodného signalu T.



Aplikace (auto)korelacni funkce

 Detekce periodického signalu v sumu.
— Mohu opét urcit periodu signalu
— Mohu stanovit pomér signal/Sum

. 1"
Ron(®) = jo [(¢) + n(e)][s(e + ) + n(t +7)]de

Rxx(f) = ﬁss (r) -+ ﬁsn (r) + ﬁﬂs(f) -+ ﬁnﬂ. (r)

e Korelacni funkce signalu a Sumu a autokorelacni
funkce Sum/Sum nebudou periodické. Periodicka
bude jen autokorelacni funkce signalu.



Korelacni funkce ve frekvencni oblasti

(Auto)korelacni funkce je charakteristika nahodného
procesu v ¢asové doméné. Casto je uzite¢né definovat
charakteristiky nahodnych procesu ve frekvencni
doméne — nazyvané jako tzv. spektra.

K prevedeni korelacnich funkci z casové domény do
frekvencni se pouzivaji tzv. Fourierovy transformace.

Je to integralni transformace prevadeéjici casovou funkci

(original) na frekvencni funkci komplexni proménné
(obraz). . " |
Def - Fix(t)j = X(o) = | x(z) exp(— jor ) dr

—aC

w = 21tf, j — komplexni jednotka



Korelacni funkce ve frekvencni oblasti

e Vlastnosti X(w)

— Absolutni integrovatelnost (musi existovat
integral)

— Po ¢astech spojita s kone€cnym poctem bodu
nespojitosti

— Linearni
— Inverzni Fourierova transformace

VRN I Fy
FHX(o)f=x(t)=— I X(o)exp( jor)do
‘ | 21 - o



Spektralni vykonova hustota

Autokorelacni funkce R, (t) je funkci Cas. zpozdeni
Aplikujeme na ni Fourierovu transformaci.
Dostaneme tzv. spektralni vykonovou hustotu

S, (w).

Vztahy pro primou a zpétnou Fourierovu
transformaci autokorelacni funkce se nazyvaji
Wiener- Chlncmovy vzorce.

lo)= IR exp jm )dr.

R (1)=— | S_(®)exp( jot)do
(0= Fs.torenljon



Spektralni vykonova hustota

* Protoze autokorelacni funkce je suda, pak
spektralni vykonova hustota je také suda
funkce: S, (w) =S, (-w) a je definovana pro
kladné a zaporné frekvence.

e Da se ukazat, ze R ,(0) je rovho vykonu
nahodného procesu

— ) ) =— —
R_(0)= rli}ll I x(7 (fr IS ®)do = IS u’f

e Pozn.: pro centrovane nahodne procesy je
R, (0) rovno rozptylu nahodného procesu.



Spektralni vykonova hustota

* Plocha spektra v souradnicich frekvence f predstavuje
vykon nahodného procesu, jak je ilustrovano na
obrazku.

* Pr.: spektralni vykonova

hustota bilého Sumu ﬁ(
S (o) = IG?G(T} exp(— jo r) dt=c.exp(—0) =0

f 0 +f

S.(f) | plocha=vykon signilu

* Pro spojity cas (nekonecné f. spektrum) je S, (w) bilého
sumu nekonecné. Pri realnych meérenich je ale ¢as vzdy
diskrétni a tedy spektrum (frekvencni rozsah) omezeny.



Spektralni vykonova hustota

Wiener-Chincinovy vztahy lze také odvodit pro
dvojici nahodnych procesu x(t) a y(t).

S,,(w) nazyvame jako krizova vykonova hustota
spektra

S, ()= f R, (t)exp(-jot)dr R, (7)= e f S, (@)exp(jor)do

Pro nezavislé centrované procesy x(t) a y(t) je
Saay(Ww) = 0.

Pokud zaménime poradi nahodnych procesu, lze
dokazat platnost S, (w) = S, ,(-w), podobné jako u
korelacni funkce.



Pocitani s vice nahodnymi
promennymi



Soucet diskrétnich X a'yY

e Bude nas zajimat, jak bude vypadat pravdépodobnostni
distribuce nahodné promeénné, ktera vznikne
matematickou operaci (scitani, rozdil, nasobeni, déleni)
vice nahodnych proménnych, které maji definovanou
svou vlastni pravdépodobnostni distribuci.

e Budeme hledat, jakou ma distribuci diskrétni nahodna
proménnaZ=X+Y.

* Nahodna proménna Z bude nabyvat hodnot a; + b; = c.
Pravdépodobnostni funkce bude:

pz(c) = Z P(X =a;. Y =0b;) AC ZP X=c—0;,Y =b;)

|: L] :I tilg —|—-i':|: =



Soucet diskrétnich X a'yY

e Tedy muzeme definovat pravidlo pro vypocet
pravdeépodobnostni funkce pro nahodnou
promennou vzniklou souctem X a Y.

ADDING TWO INDEPENDENT DISCRETE RANDOM VARIABLES. Let X
and Y be two independent discrete random variables, with probabil-
1ty mass functions px and py. Then the probability mass function

pz of Z =X 4+ Y satisfies

pz(c) = px(c—b;)py(b)).

3

where the sum runs over all possible values b; of Y.



Soucet diskrétnich X a'yY

e Pr..méjme X aY akazda ma pravdépodobnostm’ distribuci
Geo(p). Hledame distribuci proménné Z = X + Y. Podle

pravidla musi platit: .. . ZmU Oy (€

e Protoze py(a) =0 pro a <0, potom v sumaci cleny s | = k
zmizi. Dostaneme tedy:

k—1 E—1
POX+Y = k) =Y px (k= 0) - py () = 3 (1=p) 7 p- (L =p)
= =1
k—1
:Zf;ﬂ{l—pj _{,i‘ _1 p p}
i=1

e Vsimnéte si, ze pravdepodobnostni distribuce pro X +Y uz
neni geometricka.



Soucet diskrétnich X a'yY

Pt.: Necht mame nahodnou proménnou X a Y kazdou popsanou
distribuci Bin(n,p) a Bin(m, p).

Prvni distribuce popisuje n nezavislych pokusul s pravdépodobnosti
p.

Druha distribuce popisuje m nezavislych pokusu s
pravdépodobnosti p.

Tedy pravdépodobnostni distribuce nahodné proménné Z=X+Y mi
popisuje n + m pokusu s pravdépodobnosti Uspéchu p. Musi tedy
mit tvar Bin(n+m,p).

Dikaz: Kazda Bin(n,p) a Bin(m,p) nahodna proménna ma stejnou
distribuci jako soucet n nezavislych resp. m nezavislych Ber(p)
distribuovanych nahodnych proménnych. Jinymi slovy ndhodna
proménna Z = X + Y ma tedy stejnou distribuci jakou soucet n + m
nezavislych Ber(p) nahodnych proménnych a tedy Z ma nahodnou
distribuci Bin(n+m,p).



Soucet spojitych X a 'Y

e Budeme mit dvé spojité nahodné proménné X a Y.
Bude nas zajimat jak bude vypadat hustota
oravdepodobnosti nahodné proménné Z=X+Y.

Da se ukazat, ze distribucni funkce nahodneée
oromenné Z bude dana vztahem:

Fz(a)=P(Z <a)=P(X +Y < a) = / [ r@wdedy
(z,y):+y<a
e Je to vlastné dvojité integrovani pres x a pak pres
y. Obé promeénné bézi pres interval od <-00, 00> 3
zaroven x+y<a (ekvivalentné x<a-y). Pak:

Fr(a) = / (/ | _f[.r.;;’){l.r) dy.




Soucet spojitych X a 'Y

 Pokud jsou X aY nezavislé nahodné proménné
pak Ize distribucni funkci vyjadrit pomoci
marginalnich hustot pravdépodobnosti a
posledni integral prepsat na:

Yo'e \a—y
/ (/ fx () {l.r) fy (1) d.

 Nakonec pro -co < a < oo dostaneme:

-:‘\_'
Fz(a) = / Fx(a—y)fy(y)dy
i —:‘x:



Soucet spojitych X a 'Y

* Derivaci F, dostaneme vztah pro hustotu
pravdepodobnosti.

ADDING TWO INDEPENDENT CONTINUOUS RANDOM VARIABLES.
Let X and Y be two independent continuous random variables, with
probability density functions fy and fy . Then the probability den-
sity function fz of Z = X 4+ Y is given by

fz(z) = | fx(z-y)fr(y)dy
for —o0 < 2z < .
e Je tedy zrejmé, ze obecné soucet dvou
nahodnych proménnych se stejnou distribuci

nebude mit stejnou distribuci.



Soucet spojitych X a 'Y

e Plati pro soucet dvou nezavislych nahodnych
proménnych X a Y se standardnim normalnim
rozdélenim, ze nahodna proménna Z = X + Y bude mit
také standardni normalni rozdéleni pravdépodobnosti?

fx+v(z) = / fx(z—y)fy(y) dy

o0

[ - - -
:/ (%{1—%@—;;12)( :_1_{1—%?42) dy
—oo \ V2T v 2T
o 1 2
[T (L) ey
oo \ V2T

e Odecteme z exponentu 1/2z2 a zadvorku upravime.




Soucet spojitych X a 'Y

1 — 2\ 72
2;;2 — 2yz + 3:-;2 — [\/3 (.ff _ 3)}

'

9)

Zavedeme novou proménnou: = V2y—=/2

. P 1 _ 1.2 > | — Loy _oyza 1.y
_]L_\[_|_}'[f;';| = —0 4- —_— 2 \<Y YzT 3% ’{h’j
o [ - 12
= l_{_%f-“:"f —l—{‘_%[“‘;g{y_z”;gj] dy
1 1.2 1 > 1 _ 142
e 1y
\./2}'? \../2 —x \/2}"
1 12 [T
- — 17 o(t) dt
R/—.I::'T — o0

Pozor zména promeénné, musim si spocitat dt!!!
1 1.2

fxqv(z) = —=e 17,
V4T



Soucet spojitych X a 'Y

e Dostali jsme hustotu pravdépodobnosti normalni
standardni distribuce N(O,2):

1.2
e I

. o 1
ITx+v(z) = —
fx+3 Ve

e Obecné pravidlo:

THE SUM OF INDEPENDENT NORMAL RANDOM VARIABLES. If X and
Y are independent random variables with a normal distribution, then
X +Y also has a normal distribution.

e Da se ukazat, ze nezavislost X a Y neni nutna
podminka a plati to i pro zavislé X a .



Nasobeni spojitych X a'Y

e Bude nas zajimat jak bude vypadat pravdépodobnostni
distribuce nové nahodné proménné Z = X-Y. Kde X a Y jsou
nezavislé nahodné proménné.

e Je to podobna uloha, kterou jsme resili na str. 37 prednasky
2. Poznali jsme, jak spocitat stredni hodnotu nahodné
proménné Z=X-X (pozn.: uvédomte si, ze nahodné
promeénné X a X jsou vzajemneé zavislé a tedy nelze psat E[Z]
= E[X]-E[X] = E[X]?. Pokud by byly X a X nezavislé tak by
rovnost platila, ale v konkrétnim prikladu ¢tvercu jsou
velikosti stran vzajemné zavislé).

 Da se ukazat, ze hustota pravdepodobnosti nahodné
proménneé Z je dana netrivialnim vztahem:
d dz(1+2Inl0—-Inz) Inl00—Inz

7(z) = —Fz(2) = =
Jz(z) 112 =1 100 100




Nasobeni spojitych X a'Y

 Nalezeni hustoty pravdépodobnosti nahodné
promenneé Z = XY |Ize zobecnit:

PRODUCT OF INDEPENDENT CONTINUOUS RANDOM VARIABLES. Let
X and Y be two independent continuous random variables with prob-
ability densities fx and fy. Then the probability density function

fz of Z = XY is given by

fz(z) = /im fy ( ) fx(a )ﬁ(]f

for —o0 < 2z < o0.



Podil spojitych Xa 'Y

e Bude nas zajimat jak bude vypadat hustota
pravdépodobnosti ndhodné proménné Z = X/Y.

e Pokud jsou X a Y nezdvislé, tak také X a 1/Y musi byt
nezavislé.

e Pak mUzeme pouzit pravidlo pro hledani hustoty
pravdepodobnosti soucCinu dvou nezavislych nahodnych

proménnych a dostaneme:
(._'Q[TU'I'[EN'I' OF INDEPENDENT CONTINUOUS RANDOM VARIABLES.
Let X and Y be two independent continuous random variables with
probability densities fy and fy. Then the probability density func-
tion fz of Z = X/Y is given by

fz(z) = - fx(zz) fy(x)|z| dx

— 20

for —oo < z < 0.



Cauchyho distribuce

e Pf.: necht X aY jsou nezavislé nahodné proménné
majici kazda standardni normalni distribuci

pravdepoc

pravdepoc

obnosti. Jaka bude distribuce
obnosti nahodné proménné Z = X/Y?

Da se ukazat, ze to bude tzv. standardni Cauchyho

distribuce:




Cauchyho distribuce

e Obecné Cauchyho pravdepodobnostni
distribuce je definovana:

DEFINITION. A continuous random variable has a Cauchy distribu-
tion with parameters a and [ > 0 if its probability density function f
is given by

9

f(ir] = = (,:‘Zfz n I(_:I‘ — “.)2) for —oc0 <z < 0.

We denote this distribution by Cau(a. 3).

e Je specialni tim, ze nema stredni hodnotu a
sve uplatnéni naléza v casticove fyzice.



Zakon velkych cisel



Motivace

Ze zkusenosti vime, ze pokud opakujeme néjaky experiment
zalozeny na méreni néjakého prirodniho jevu (napt.
interferometrické méreni rychlosti svétla), tak po vykonani mnoha
identickych opakovani méreni dostaneme pokazdé trosku jiny
vysledek.

V praxi provedeme méreni mnohokrat a najdeme aritmeticky
prumeér vsech takto ziskanych vysledku experimentdu.

Ve skutecnosti mame sadu n nezavislych nahodnych promeénnych, u
kterych nezname jejich pravdépodobnostni distribuce.

Zakon velkych Cisel pak dava do souvislosti skutecnost, ze ¢im vice
opakovani nezdavislych experimentl provedeme, tak s vétsi
pravdépodobnosti spocitany arit. primér se bude blizit stredni
hodnoté nahodné proménné.



Prumer vs. stfedni hodnota

Mejme sekvenci nahodnych proménnych X,, X,, X;,..., X,. Kazdé X
predstavuje j-té opakovani stejného experimentu (napr. méreni
néjaké fyzikalni veli¢iny). Experimentalni podminky kazdého méreni
musi byt identické a vysledek kazdého méreni nesmi nijak ovlivnit
vysledek naslednych mérfeni. Potom nahodné proménné X jsou
nezavislé. Zaroven vSechny X. maji stejnou pravdepodobnostni
distribuci.

Necht kazda X; ma distribucni funkci F, stfedni hodnotu u a
smerodatnou odchylku o.

Potom a. primér prvnich n ndhodnych proménnych je: x, = 21+ Xe -+ X

Z podminky linearity stfedni hodnoty plyne:

_ 1 . . . 1 \
B [}L-ra.] — :E[:\l + Xo+ -4+ X, = :[,H T A ) =



Prumer vs. stfedni hodnota

e Podle pravidla vypoctu rozptylu souctu n

nahodnych proménnych plyne:
1 _

- — ~ _ _ ~ 1 5
Var(X,,) = ”21_.-&11.{41“ + Xo 4+ Xp) = “_Q{HE + o244 02 -

EXPECTATION AND VARIANCE OF AN AVERAGE. If X, is the average
of n independent random variables with the same expectation p and
variance o2, then

E [Xﬂ_] = and Var (fﬂ_) = —.



Prumer vs. stfedni hodnota

Tedy stfedni hodnota a. primeéru n vysledkd nezavislych méreni X je
rovna stredni hodnoté jednotliveho nahodného experimentu.

Na druhou stranu smérodatna odchylka priméru je mensi o Vn.
Tedy vicenasobné opakovani méreni mi bude davat porad stejnou
stredni hodnotu, ale rozptyl namérenych hodnot mi bude s poctem
meéreni konvergovat k nule.

Tedy ¢im vice nezavislych méreni provedu, pak s odmocninou z
poCtu méreni se mi bude zmensovat interval (smérodatna
odchylka), ve kterém se mohou vyskytovat namérené nahodné
promeénné.

Je zfejmé, ze soucCet nahodnych proménnych kazdé s identickou
pravdépodobnostni distribuci mi musi dat novou distribucni funkci.

Bude nas zajimat jak bude vypadat hustota pravdépodobnosti
nahodné proménné X,,. Jako pfiklad uvedme Gam(2,1) rozdéleni s
hustotou pravdépodobnosti:

flo) = xe " for x =0



Prumer vs. stfedni hodnota

e Gam(2,1) je distribuce, jejiz kazda nahodna proménna je
dana souctem dvou nezavislych Exp(1) nahodnych
promennych. . _ . - / "tz - ) a(y) dy

A{""‘ e~ dy
0

S / dy = Aze
0

DEFINITION. A continuous random variable X has a gamma dis-
tribution with parameters a > 0 and A > 0 if its probability density
function f is given by f(z) =0 for < 0 and

A(Ax)*teAe
()

where the quantity ['(«) is a normalizing constant such that f inte-
grates to 1. We denote this distribution by Gam(a, A).

for x = 0,

fla) =




Prumer vs. stfedni hodnota

e Tedy nahodna proménna S, =X, + X, +X; +... + X je dana
souctem 2n nezavislych Exp(1) nahodnych proménnych a
ma distribuci Gam(2n,1) s hustou pravdépodobnosti:

Jj,ﬁrr—lc—.a

fe (@) = 21 for @ = 0

e Budeme hledat hustotu pravdépodobnosti nahodné

v /7 xr S . /s . .
proménné X,, = °"/n. Aplikaci pravidla o transformaci
nahodné proménné dostaneme:

,‘2”_1 —nT
fo (x) = nfs, (nx) = 2% € for z > 0
c _-Kn * P b [2” . l]r e




Prumer vs. stredni hodno

Takto jsme explicitne ziskaly hustotu |
pravdépodobnosti nahodné proménne X,,. g
Polet opakovani méfeni n je parametr
hustoty pravdépodobnosti.

Pro rostouci n se mi hustota
pravdépodobnosti méni. Stava se stale uzsi
kolem stredni hodnoty, ktera je pro
Gam(2,1) rovna 2.

Pro n = oo se mi hustota pravdépodobnosti '’
nahodné promenné X,, zmeéni na konstantu ...

[} 1 a3 3 4
1.5 A = 400
1.0 =
L.
0.5 =
0.0 = ssssasissss s s sy 15128
i 1 2 3 1




Ceby$evova nerovnost

e Tento teorém mi kvantifikuje jak moc se mi
,ZUzi“ hustota pravdépodobnosti, pri
nezavislém opakovani stejného nahodného
experimentu.

e Ke kvantifikaci pouzijeme podminku, jaka je
pravdépodobnost, ze nahodna proménna Y
bude lezet mimo interval (E[Y]-a, E[Y]+a).

CHEBYSHEV'S INEQUALITY. For an arbitrary random variable Y
and any a > 0:

P([Y —E[Y]| > a) < LEVM(Y) |
il



Ceby$evova nerovnost

e Dukaz: necht f, je hustota pravdépodobnosti nahodné
proménné Y a uje totozné s E[Y]. Pak:

Var(Y') = / (y — ) fy () dy = / (v — ) fy (y) dy
J—oo J|y—plZa

Y

/ afy (y)dy = a®P(|Y — | = a).
ly—p|za

e KdyZ obé strany podélime a? dostaneme Ceby3evovu
nerovnost.

e Oznacme Var(Y) jako o?. Pravdépodobnost, ze Y lezi v
intervalu sirokém k-o kolem u , kde k je malé celé Cislo, je
rovna: P(|Y — | < ko) =1 —P(Y — u| = ko) Pokud a=ko, pak z
Cebysevovy nerovnosti mame: Var(v) 1

Jo2 52 27

P(|Y — | < ko) > 1 —



Ceby$evova nerovnost

 Prorostouci k=2, 3, 4, ... n prava strana posledni
rovnice konverguje k jednicce.

* Na zakladé Cebysevovy nerovnosti mGzeme
vyslovit silnéjsi tvrzeni:

THE “p = A FEW o7 RULE. Most of the probability mass of a
random variable 1s within a few standard deviations from its expec-
tation.

e Jinymi slovy vétsSina plochy hustoty
pravdépodobnosti lezi v intervalu omezeném nizsi
mezi v nerovnici: P(Y — | < ko)



Zakon velkych Cisel

e Méjme posloupnost n nezavislych nahodnych
promennych s identickou pravdépodobnostni
distribuci, se stredni hodnotu u a rozptylem
o-.

* Budeme aplikovat (V:ebyéevovu nerovnost na a.
pramér X,,, E[Xn] = W, Var(X,) = 02/n a >0,

pak P(|Xn — p| > P(|X, -E[X,]| > -.)::i\ ar( X, }:%.

e Prava strana rovnice konvergUJe k nule pron
rostouci do nekonecCna a € muze byt jakékoliv.



Zakon velkych Cisel

Pak dostavame zakon velkych Cisel:

THE LAW OF LARCE NUMBERS. If X, is the average of n independent
random variables with expectation i and variance 2, then for any
= > 0:

lim P(| X, —p| >¢)=0.

TL—* 20

Interpretace zakona velkych Cisel na prikladu.

Provadéjme néjaky slozity experiment, kdy mérime néjakou
fyzikalni veliCinu. Po mnoha opakovanich vidime, ze mérena
hodnota se pohybuje v blizkosti ,,spravné” hodnoty, kterou
oCekavame.

Predpokladejme, ze nase méreni ma hypoteticky Gam(2,1)
distribuci. To co mi chceme ziskat nasim n-krat opakovanym
merenim, je vlastneé stredni hodnota Gam(2,1) na zakladé
pruméru vysledkt ndhodnych experimentd.



Zakon velkych Cisel

Takovyto experiment, lze nasimulovat.

Udéldame 500 méreni a pro kazdé n spocitame primeér prvnich n
nameérenych hodnot a vyneseme do grafu jako funkci n.

Vime, ze E[Gam(2,1)] = 2.
Z grafu je patrné, ze uz po 200 opakovanich je primér velmi blizko k
H. 7

Kdyz budeme pokracovat dale, tak s
,praméry“ budou oscilovat ve stdle mensim
intervalu kolem p. {:

Ale to nevylucuje, Ze po 1000 opakovanich _
mi ”prﬁmér” nevyskocCi na treba 2,3. PR [ S
Zakon velkych Cislech mi jen rika, ze ;
pravdépodobnost, Ze primér mnoha 1
meérenich se bude blizit stredni hodnoté, se
bude blizit limitné jedné. Ale to neznamena, -
Ze nemusim mit smulu a zrovna namefit 0 100 200 200 100 500
Spatné hodnoty.




Zakon velkych Cisel

Plati zakon velkych Cisel i pro sekvenci nahodnych proménnych,
jejichz pravdépodobnostni distribuce nema stredni hodnotu nebo je
nekonecné velka?

Cauchyho distribuce nema stredni hodnotu — viz strana 33.

Provedeme simulaci jako v predchozim s -
prikladeé. \

Vidime, Ze prumeéry maji tendenci 4 - N W
konvergovat k bodu symetrie Cauchyho
distribuce, ale je to jenom iluze. 34

Kazdou chvili dalsi hodnota X; padne v

Sl o) Gl 2. Palae] byrekon provedl e
simulaci pro jesté vetsi n, tak vysledek by E T
byl stejny. Nelze pozorovat Zadnou ' '
konvergenci. ;

Tedy zde zakon velkych Cisel neplati. | j ; ; | .
0 100 200 300 400 500
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