Zakon velkych Cisel — stanoveni
empirické pravdepodobnosti

Jaké jsou dusledky zakona velkych cisel?

Vime, ze diky velkému poctu nezavislého opakovani stejného
nahodného experimentu mizeme ziskat s danym rozptylem stredni
hodnotu E[X] nahodné proménné, ktera se vaze k tomuto
experimentu.

Z velkého poctu opakovani nahodnych experimentu muzeme ziskat
pravdépodobnost, Zze nastane néjaky jev: p = P(X€C), kde C = (a,b).

Pravdépodobnost p stanovime jednoduse z poctu, jak casto nastane
udalost X.€C v dané sekvenci opakovani.

Hledame relativni cetnost udalosti X,EC v ramci n opakovani.

Definujme nahodnou promeéennou ,indikator nahodné promenne” Y,
indikujici, jestlize nastava jev X.€C nebo nenastava, podle predpisu:

s 1 iiXieC,
“lo ifX,ZC.



Zakon velkych Cisel — stanoveni
empirické pravdepodobnosti

Stfedni hodnota Y; je dana predpisem:
EY,]=1-P(X;eC)+0-P(X;€C)=P(X; e C)=P(X €C) =p.

Nahodné proménné Y; jsou nezavislé (X; tvofi nezavislou sekvenci
nahodnych proménnych a Y; je urceno na zakladé X; a tedy ze zakona o
prenosu nezavislosti mi plyne vyse uvedené).

Tedy relativni ¢etnost jeva Y, je dana primérem: (v, + Yo+ -+Y,)/n = Y,.
Pokud pravdépodobnost p hraje stejnou roli jako u, pak ze zakona velkych
Cisel aplikovaného na Y, plyne:

aritmeticky primeér n nezavislych nahodnych promeénnych se stredni
hodnotou p a rozptylem p(1-p) a pro €>0 je dan: lim ([T, —p| > ) =0
Vidime, Ze pravdépodobnost jevu muzeme stanovit z velkého poctu

realizaci tohoto jevu (Cetnost) pri n opakovanich nezavislych nahodnych
experimentu.

Dostali jsme tak presnejsi vyjadreni tzv. empirické definice
pravdépodobnosti nahodného jevu.



Zakon velkych Cisel — hustota
pravdépodobnosti

e MuzZeme stanovit hustotu pravdépodobnosti
pro predchozi pripad?

 Predpokladejme spojitou nahodnou
proméennou s hustotou pravdépodobnosti f a
distribucni funkci F. Méjme interval C = (a-h,
a+h) pro h — malé kladné cislo.

* Pro velké n z rovnice im p(¥. s ><) =0 plyne, Ze

ra—+h

V,~p=P(X e ) = / flx)de = 2hf(a).
Ja—h



Zakon velkych Cisel — hustota
pravdépodobnosti

Z posledni rovnice muzeme stanovit hustotu
pravdepodobnosti v bodé a jako:

F(a) Y,  the number of times X; € C' for i < n
a) ~ — =

2h n - the length of '

Pr.: spocitame si f(a) pro h = 0,25 a dvé hodnoty a
rovné 2 a 4. Pravdépodobnostni distribuce bude
Gam(2,1) a nasimulujeme 500 nezavislych opakovani.

Dostaneme sloupcovy graf, kde
Sirka sloupce je 2h, jeho vyska f(a) a Jeho

plochaY,. H
Vidime, ze jsme se relativné presne ] 0

trefili do Gam(2,1) hustoty pravdepodobnostl



Zakon velkych Cisel — hustota
pravdépodobnosti

e Ve skutecnosti pokud chceme ziskat co
nejvérnejsi podobu hustoty pravdepodobnosti
hledané pravdépodobnostni distribuce, tak je

treba sSirku interva

simulaci pro co nej

u h mit co nejmensi a proveést
vice ruznych hodnot a. Tedy

pokryt osu x co nej

vice sloupci.

e Takovyto graf nazyvame jako histogram.
Histogram vlastné je grafem diskrétni nahodné
promeénné a zuzovanim Sirky sloupce limitné k
nule dostavame spojitou distribuci.



Zakon velkych Cisel — hustota
pravdépodobnosti

e Na obrazku vidime dvé sady..- -

nahodnych experimentus 1 ||k

Gam(2,1) rozdélenim (dveé

0.1 4

na sobé nezavislé simulace).,.1 [
* Po kazdé se s jinou presnosti..]
ntre.ﬁme” dO teOretiCkéhO “'3'_

Gam(2,1) rozdéleni.

0.1 H

0.0 -




Centralni limitni veta



Centralni limitni veta

Centralni limitni véta je zpresnéni zakona velkych Cisel.

Tedy pokud mame n nezavislych nahodnych proménnych
X1, X5 X5,..., X, se stejnou pravdepodobnostni distribuci a s
konecnych rozptylem, tak primér X,, ma pfriblizné normalni
rozdéleni, aniz by zalezelo na pravdépodobnostni distribuci
X.

/
Na str. 41 prednasky 4 jsme vidéli, ze hustota
pravdépodobnosti nahodné proménné X,, se stava stale
vice symetrickou a ,,zvonovy” tvar kolem stredni hodnoty u
se stale zuzuje a pro n = o konverguje k delta funkci s
posunutim u.

Nicméneg, kdyz provedeme spravnou normalizaci nahodné
promeénneg, tak lze ,,zvonovy” tvar udrzet i pro velka n.



Centralni limitni veta

Je tfeba ,stabilizovat” stfedni hodnotu u a rozptyl o2.

Ze zakona velkych &isel je zfejmé, Ze E[X,,] = W pro
libovolné n. Na druhou stranu rozptyl je neprimo
Umérny poctu experimentu n.

Tedy musime nejak ,upravit® rozptyl, aby pro n - co mi
hustota pravdépodobnosti nahodné proménné X,
nekonvergovala k posunuté delta funkci.

Na obrazcich na str. 10 jako priklad vidime hustoty
pravdépodobnosti ndhodné proménné (X,, - 1)
nasobené ruzné umocnénym n s pravdépodobnostni
distribuci Gam(2,1) pro rostouci n.



Centralni limitni veta

e Trirtzné
parametrizované
nahodné proméenné s
pravdepodobnostnim
rozdélenim Gam(2,1):

— prvni sloupec nV4(X,, - W)

— druhy sloupec n¥/2(X,, - )

— tfeti sloupec n(X,, - u)




Centralni limitni veta

Z obrazku je zrejmé, Ze nejlepsiho vysledku dosahneme
s nY/2, Tento faktor mi nejlépe udriuje ,,zvonovy*
charakter hustoty pravdepodobnosti i pro velka n.

Z definice rozptylu ndhodné proménné X, , viz str. 37 v
prednasce 4, pro libovolnou konstantu C:

Var(C/(X, — 1)) = Var(CX,)) = C*Var(X,,) = 22

I

Tedy, aby se rozptyl zachoval a nemeénil pro velka n, tak
je tfeba zvolit C = n/2,

Ve skutecnosti pokud zvolime C = n¥/2/g, tak
,Sstandardizujeme” primér mnoha opakovan{/ch
nezavislych nahodnych experimentu s nahodnou

promennou Z: 2o el 19

(a3




Centralni limitni veta

* Nahodna proménna Z, ma stredni hodnotu O a
rozptyl 1.

e Pokud X, X,, X;,... jsou nezavislé nahodné
proménné s normalni distribuci N(u,02), tak z
prednasky 3 na str. 8 vime, ze nahodna
promeénna Z, ma distribuci N(0,1) pro vsechna
n.

* Plati vySe uvedené i pro X;, X,, Xs,... s jinym,
treba Gam(2,1) rozdélenim?



Centralni limitni veta

Pro rlzna n vidime vyvoj Gam(2,1) a
normalniho rozdéleni.

Tedy Gam(2,1) konverguje pro velka n k
rozdéleni N(O,1).

Da se ukazat, ze toto chovani ma zcela
obecny charakter a plati pro n nezavislych
opakovani nahodné proménné s
libovolnou pravdépodobnostni distribuci s
definovanou stfedni hodnotou a
rozptylem.

Tuto vlastnost shrnuje centralni limitni
véeta.

1.0 =

0.8 =

0.6 —

0.4 —

0.2 —

n =16




Centralni limitni veta

THE CENTRAL LIMIT THEOREM. Let X;.X5,... be any sequence
of independent identically distributed random wvariables with finite
positive variance. Let 1 be the expected value and o? the variance

of each of the X;. For n > 1, let Z,, be defined by

— *fn I
Zn =N —'“

)

then for any number a

lim Fz (a) = ®(a).

n— o0
where @ is the distribution function of the N(0, 1) distribution. In
words: the distribution function of 7, converges to the distribution
function ® of the standard normal distribution.

X, —B[X,]

 Kde Z, je transformovana X,, Zz.- g
\/ far{ Xy



Centralni limitni veta

Xi+--+ X, — 1t

T/ 1

To je uziteCné v pripade, ze zname jen hodnoty n
nezavislych proménnych se stejnou distribuci.

Protoze plati *» = 727 ** tak X,, ma pfiblizné pro
velka n pravdépodobnostni distribuci N(p,0%/n) —
konverguje k delta funkci se stredem L.

Centralni limitni véta nam poskytuje silny nastroj
k aproximaci empirickych pravdépodobnostnich
distribuci pruméru nebo souctu identickych
nezavislych nahodnych proménnych.

Z, |ze upravit na tvar: z,. -




Aplikace centralni limitni vety

e Prvni aplikace bude analyza ziskanych X, pro
ruzné pocty opakovani n z prikladu z prednasky 4
na str. 47/.

e Tam jsme videli, ze pron =400 je X,, =1,99, ale
pron =500 je X,, = 2,06. Tedy pro véetsi pocet
opakovani jsme o neco dale od stredni hodnoty u
= 2, coz bychom na prvni pohled neocekavali.

e Je tedy hodnota X,, = 2,06 pro n =500 obvykle
oCekavatelna, nebo jsme méli beéhem opakovani
experimentu smulu na Spatné meéreni? Odpoved’
ziskame spocitanim P(X,, = 2,06).



Aplikace centralni limitni vety

 Tedy chceme spocitat pravdépodobnost P(X,,
> 2,06). Pravdépodobnost muzeme rozepsat:

P(X, >2.06) =P(X, — p>2.06—p)

B P(\/” X, — s L 206 ;;)
(T

_ P(Zn \/T:E'Oi_ '“).
* Protoze X jsou nahodné promenne s
Gam(2,1), tak E[X.] =2 a Var(X.) = 2. Pron =
500 dostaneme: P (X500 > 2.06) zP(Z 00 > VB0 -2 ))

V2

= P(Z500 = 0.95)



Aplikace centralni limitni vety

Podle centralni limitni vety plati:
P (X500 > 2.06) =~ 1 — ®(0.95) = 0.1711.

Dostali jsem vycCislenou pravdépodobnost, ktera je
velmi blizko k P =0,1710881 z vypoctu
pravdéepodobnosti z hustoty pravdépodobnosti
nahodné promenné X,, - viz str. 40 prednaska 4.

Tedy mame stale 17% pravdepodobnost, ze po 500
opakovanich nahodného experimentu bude spocteny
prumér vsech 500 ndhodnych hodnot o 0,06 vétsi, jak
ocekavana stredni hodnota E[X] = 2.

Tedy hodnota X,, = 2,06 neni neobvykla pro n = 500.
Pozn.: pokud n = 5000, tak P(X,, = 2,06) = 0,13%.



Aplikace centralni limitni vety

e Uvazujme situaci, ze mame test s 10 otazkami. Pro
uspesneé splnéni testu musime mit spravné aspon 6
otazek. Pro kazdou otazka mame na vybér ze 4
moznosti. Jaka je pravdepodobnost, ze udélame test,
pokud odpovedi budeme volit nahodné?

e Lehce nahlédneme, ze se jedna o diskrétni nahodné
rozdéleni Bin(10,1/4) — viz str. 3 predndsky 2. Z
distribucni funkce binomického rozdéleni prok =6
dostaneme, ze P(X = 6) = 0,0197.

e Ackoli je n =10 malé, zkusime k nalezeni P(X = 6)
pouzit centralni limitni vétu.



Aplikace centralni limitni vety

* Vime, ze nahodna proménna s binomickym
rozdéeleni Bin(n,p) je souctem n nahodnych
proménnych s rozdélenim Ber(p).

e Tedy X=R;+R,+R;+... +R.. Méjme n = 10, u

=p=Yao’= p(l p) 3/16 Pak z centralni

limitni vety plyne: P(X 26) =P(Ri+-- + R, = 6)
y p y _P(Il + -+ Ry — np N 6 — n;;)

6— 231
=P| Z 10 _ — ;
)

~ 1 — d(2.56) = 0.0052.




Aplikace centralni limitni vety

Jak vidime pravdépodobnost 0,0052 je velmi spatna
aproximace ke spravné hodnote 0,0197.

Na druhou stranu mUzeme psat: P(X 26)=P(X >5)
=P(R1+---+ R, >5)

Spoctena pravdepodobnost, ze X > 5 ( 591 )

. ’ — P 21” _' —

je zase moc velka. \ VE m)

Tedy nejlepsi hodnotu bychom ziskali ~ 1 — $(1.83) = 0.0336,

prok € <5,6 >.

Pokud bychom hledali podle centralni limitni vety
pravdépodobnost P(X > 5,5), dojdeme k vysledku 0,0143.
Coz je blize k teoretické hodnoteé a |épe to aproximuje
P(X = 6).

Tedy pri pouziti centralni limitni véty musime byt obezretni.



Aplikace centralni limitni vety

Prakticka otazka zni: jak velké by meélo byt n, aby Sla pouzit centralni
limitni véta? Jinymi slovy, jak rychle konverguje pravdépodobnostni
distribuce ndhodné proménné X,, k normalnimu rozdéleni s rostoucim
n?

Odpovéd neni univerzalni.

ZalezZi na typu distribuce X, jestli je asymetricka, bimodalni, diskrétni.
Zalezi na tom, jestli Cisloa v P(X_n > q) lezi prilis daleko od stredu
distribuce X; nebo jestli je n pfilis malé.

Na druhou stranu, pokud aproximujeme diskrétni rozdeleni spojitym

rozdélenim, tak mUzeme pomoci centralni limitni véty ziskat relativné
presné vysledky — viz predchozi aplikace.

Pred aplikaci centralni limitni véty je tfeba dobre zvazit na jakou
nahodnou promeénnou ji aplikujeme a mit pokud mozno co nejveétsi n.



Grafické zobrazeni nahodnych
dat



Grafické zobrazeni nahodnych dat

V praxi vétSinou studujeme nahodné jevy, které dostaneme z néjakého
nahodného experimentu.

Zaznam pozorovani nebo meéreni dostaneme ve formé souboru dat —
statisticky (vybérovy) soubor.

Prvni zakladni informace o ziskanych datech vidime z grafického zobrazeni
statistického souboru.

Ze souboru dat mUzeme napr. hned urcit stredni hodnotu, maximalni nebo
minimalni hodnotu, rozptyl atp.

Ale napr. grafické zobrazeni, ndm muze hned ozrejmit, kde se nachazi
maximalni Cetnost, existuje-li vice maxim v distribuci, jestli je distribuce
asymetricka atp.

Priklad grafického zobrazeni dat si ukazeme na méreni doby délky trvani
jednotlivych erupci gejziru v Yellowstonském parku, jak byly pozorovany
béhem 15 dnl. Celkem se namérilo 272 erupci.



Histogram

o \/ tabulce je 272 Za’znamﬁ délky 216 108 200 137 272 173 282 216 117 261

110 235 252 105 282 130 105 288 05 255

4 7 . g f 4 108 105 207 184 272 M6 115 245 231 266
trvani jednotlivych erupci v
4 261 118 274 105 272 199 230 126 278 120

Se kU ndaCh ° 2RE 2E3 110 290 104 293 223 100 274 259

134 270 105 288 109 2684 250 282 124 282
242 118 270 240 119 34 121 274 233 218

 Pojem histogram byl poprvé 28 250 345 138 244 26 2T 2T 1% 2o

v 132 260 112 289 110 258 280 225 112 204
p0u2|t K PearSOnem. 149 262 126 270 243 112 282 107 201 221
284 138 204 265 102 278 139 276 100 265

0.010 — 157 244 255 118 276 226 115 270 136 279

112 250 188 260 110 263 113 206 122 224
254 134 272 289 260 119 278 121 306 108
0.008 — a0z 240 144 276 214 240 270 245 108 238
4 132 249 120 230 210 275 142 300 116 277
115 125 275 200 250 260 270 145 240 250

0.006 = 112 275 255 226 122 266 245 110 265 131
- 288 110 288 246 238 254 210 262 135 280
0.004 126 261 248 112 276 107 262 231 116 270

142 282 112 230 205 254 144 288 120 249
7 112 256 105 260 240 247 245 256 235 273
0.002 — 245 145 251 133 267 113 111 257 237 140
249 141 296 174 275 230 125 262 128 261
132 267 214 270 249 229 235 267 120 257
00— 286 272 111 255 119 135 285 247 120 265

' ' ! ' ! ' | ' | ' I a9




Histogram

Jak zkonstruovat histogram?

Mejme X4, X,, Xs,..., X, namerenych dat. Histogram
budeme normovat na jednicku tzn., ze plocha
histogramu = 1.

Rozdélime si statisticky soubor na intervaly — sloupce:
Bl’ BZ, B3’con’ Bmo

Délka intervalu B; =|B;| se nazyva jako Sirka sloupce.
Plocha kazdeho sloupce B; reprezentuje pocet dat v B..
ProtozZe plocha vSech sloupcu reprezentuje pocet dat n
a je rovna 1, tak plocha sloupce B, = (pocet x; v B))/n.

Vyska sloupce H, = (pocet x; v B))/(n-B,).



Histogram

e Zcela obecné Sirka sloupcu v histogramu

nemusi byt stejna.
e Jak Siroky sloupec vybrat?

0.01 — 0.01 —

UL

60 180 300 60 130 300

Bin width 2 Bin width 30

0.01 —

180 300

Bin width 90




Histogram

Pokud vsechny sloupce budou stejné siroke, pak délka

kde r je referencni bod mensi nez minimum v datovém
souboru a b je sirka sloupce.

Vybér vhodného b (potazmo poctu sloupct m) mi urCuje jak
histogram bude vypadat. Bud to bude splet lokalnich
izolovanych maxim nebo jen graf, kde ztratime prilis mnoho
informaci.

Pro nas priklad se jevi jako nejlepsi Sirka sloupce 30.

Sitku sloupce mlizeme vybrat metodou pokus-omyl, dokud
graf nevypada rozumne.

Nicméné matematici vyvinuly polo-empiricky postup, jak
spocitat optimalni Sirku sloupce.



Histogram

Efektivni pocet sloupcll je dan vztahem: m =1 + 3.3 log,,(n)
Pfipadné $itka sloupce: b = 3.49 sn=1/3  kde s je tzv. vybérova
smeérodatna odchylka (urcuje mi, jak moc se jednotlivé vzorky
statistického souboru od sebe lisi).

Sitka sloupce je odvozena na zakladé pozadavku, aby byl
minimalizovan rozdil mezi vySkou sloupce H, a hustotou
pravdépodobnosti f, ktera generuje nas datovy soubor.

Tato minimalizace je realizovana skrze tzv. stfedni integrovanou
kvadratickou odchylku (MISE):

E {/ R (Hn(z) — f(x))” {l.a'] :

o — oo

Takové b, které mi minimalizuje MISE pro n— oo je dané

vztahem: -  pe o\ -1/3
h = {"{f]n_l-"g where C'(f) = G/ 3 (/ _f;{.r]“{l.r)

-



Histogram

Pokud f bude normalni rozdéleni N(p,0?), pak
konstantu C(f) lze kvantifikovat: c(f) = (2473

Smeérodatnou odchylku o pak lze nahradit vybérovou
smérodatnou odchylkou s.

Vyhoda histogramu lezi v jeho jednoduchosti.
Nevyhodou je diskrétni charakter grafu.

Dalsi problém spociva se skutecnosti, ze mala zména
Sirky sloupce nebo maly posuv sloupcu pfi fixaci jejich
Sirky vede ke grafum, které maji uz jiny vyznam.

Tyto problémy lze fesSit pomoci metody tzv. jadrového
odhadu hustoty.




Jadrovy odhad hustoty

Metoda byla navrzena Rosenblattem a Parzenem v 50.
letech. Diky velmi vysoké vypocetni narocnosti se stava
zajimavou az v posledni dobé vykonnych pocitacu.

Graf je mnohem hladsi a snadnéji detekujeme maxima s

nejvétsi Cetnosti dat. oy "
Princi P SDOEiVé vV, sypé ni pIS ku“ o005 - [ \‘x\l j,f‘ \R
okolo prvkl datového souboru. 0006 1 | \\ Jf,f x\
Hromada pisku roste tam, kde / \1\
se akumuluji prvky. S N N4 \

Graf konstruuji na zakladé vybrani —

60 120 180 240 300 360

jadra K a sirky pasma h. Jadro K odrazi tvar ,,hromad
pisku“ a parametr h mi ladi sirku ,,hromady pisku®.



Jadrovy odhad hustoty

e Jadrova funkce K musi splnovat podminky:
— K je hustota pravdépodobnosti £ («) > 0 and [Z K(u)du =1
— K je symetricka kolem nuly K(u) = K(-u)

1.2
—K(u)=0pro |u|>1 . SN
* Pfiklady pouzivanych ™ J\ “1 )\
y p y 00 | T | T 00 1 \I_‘-—i 00 T“.j T \Ih_‘__l
e 7 y /7 -2 -1 8] 1 2 -2 -1 0] 1 2 -2 - 0 1 2
J a d rovyc h fu n kCI : Triangular kernel Cosine kernel Epanechnikov kernel
1.2 1.2 4 1.2 o
0.8 7 0.8 0.8 —
-] ‘\ - -
0.4 4 \ 0.4 o r’ 0.4 4 /—\
0.0 0.0 0.0~
T T T T T T T T T T | T T T T
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0] 1 2 -2 -1 0 1 2

Biweight kernel Triweight kernel Normal kernel



Jadrovy odhad hustoty

Pr.: méjme datovy soubor x,, X,, X3,..., X,,, jadrova funkce
bude Epanechnikov a h =0,5.

Prvni transformujeme K na Sirku pasma h, tzn., ze K bude
kladné na intervalu [-h, h] misto [-1, 1]. Takové K aplikujeme
kolem kazdeho elementu x; a dostaneme funkci: 1 (?‘ = ,r«;)

t— =K
Jednotlivé transformovane K funkce kazdeho *’* h

prvku vybérového souboru se prekryvaji, pokud se v tech
mistech akumuluje vice prvku.

Vysledny odhad jadrové i (7)
hustoty f, , dostaneme
souctem vsech K funkci

délenychn: = .

— 1 )
f:mh“} - E Z-ﬁ (




Jadrovy odhad hustoty

e Pfivypoctu f, , vétsi vahu pfisuzujeme tém prvkim, které
jsou nejblize proménné t. Na rozdil od histogramu, kde jen
prosté pocitame mnozstvi prvku spadajicich do sloupce se
stredem t.

e Vybér sirky pasma h hraje stejnou roli jako vybeéer sirky
sloupce pri konstrukci histogramu.

0.01 — 0.01 — A 0.01 —
il /3
it )
] I a ]
\ [}
ih AU
- ' 4 |} I -
- (47
= \ i \
4 | I ' 4 1 | / \ 4
N AV
0 — i L 0__..-; / N 0 —
| L N L L L L r 11t rrr1r 1711 LB L L L L
60 180 300 60 180 300 60 180 300

Bandwidth 1.8 Bandwidth 18 Bandwidth 180



Jadrovy odhad hustoty

Je treba vybrat vhodné h tak, aby graf byl
srozumitelny. Bud pouzijeme metody pokus-
omyl, nebo pouzijeme voditka na zakladé
spocCitané optimalni sirky pasma h.

Podobné jako u histogramu lze pouzit vztah:
h=1,06-s-n1/5,

Ukazuje se, ze spravny vyber jadrové

funkce K neni aZ tak kriticky. ... . N
Na obrazku je Epanechnikovo { | \\ o
a trojvahové K. / \ /

IIIIIIIIIII
60 20 80 240



Bodovy graf

e Meéjme situaci, kdy mame statisticky soubor
obsahujici dvé nahodné proménné. Dostavame
tedy prvky statistického souboru jako dvojice
promennych.

e V takovém pripadé nas Casto zajima, jestli
promeénna y nejak souvisi s promennou x. Pokud
ano, jestli mUzeme tuto vzajemnou zavislost néjak
popsat.

 Jednotlivé prvky statistického souboru (x; y)
vyneseme do bodového grafu.



Hardness

Bodovy graf

Table 15.5. Density and hardness of Australian timber.

Data VA ko u m aj I,CII VZta h Density Hardness

Density Hardness Density Hardness
mezi tvrd OStll d‘r'-eva 3 jeho 247 484 30.4 1210 53.4 1880
24.8 427 30.9 089  56.0 1980
h t t 27.3 413 40.3 1160 56.5 1820
us O Ou . 284 517 40.6 1010 57.3 2020
28.4 549 40.7 1100 57.6 1980
3500 — 29.0 648 40.7 1130 59.2 2310
) . 30.3 587 42.9 127 59.8 1940
23000 . 32.7 704 45.8 1180 66.0 3260
* 35.6 07¢ 46.9 1400 67.4 2700
2500 385 014 48.2 1760 68.8 2890
. 38.8 1070 51.5 1710 69.1 2740
2000 . 39.3 1020 51.5 2010 69.1 3140
1500 — .
1000 — . e
500 — H .'..
0~
| T | T T T 1
20 30 40 50 G0 70 =0

Wood density



Numerické charakteristiky
statistickych souboru



Stred

Zakladni vlastnosti statistického souboru lze popsat nékolika Ciselnymi
charakteristikami.

Casto nas zajima najit tzv. stied (pramér) zakladniho statistického souboru
(populace), pokud by byl vzestupné usporadan.

Zkoumané vlastnosti obvykle studujeme na vybranych n prvcich
zakladniho statistického souboru — vybérovém souboru.

Nejjednodussi cesta je spocitat tzv. vybérovy primeér:
r1 +xo + -+ Iy

'F.'rr —
Tl

Je to obdoba stfedni hodnoty (aritmetického priuméru) nahodné
promenne.
Jiny zpUsob nalezeni stredu statistického souboru je spocitani vybérového
medianu Med..
Je definovan jako prostredni prvek vzestupné serazeného stat. souboru.

— Pokud je pocet prvku lichy, tak je to zfejmé.

— Pokud je pocet prvki sudy, tak je to priimér dvou prostfednich prvk.



Stred

Pr.: méjme sadu méreni teploty béhem néjaké doby ve stupnich F.

Statisticky soubor: 43, 43, 41, 41, 41, 42, 43, 58, 58, 41, 41

Vybérovy pramér je: 44,7 F

Vybérovy median: 42 F

Vidime, ze jsme dostali znacny rozdil ve stanoveni stfedu statistického souboru.
Vybérovy prlmeér je velmi citlivy na mimoradné hodnoty na rozdil od medianu.
Je zfrejmé, ze v nameérenych datech jsou Cisla 58 mimoradné hodnoty, které se
znacné odlisuji od vétsiny prvkd.

Pokud mimoradné hodnoty odstranime ze statistického souboru, tak vybérovy
primér bude 41,8 a vybérovy median bude 41.

Tedy vidime, ze vybérovy median se pfiliS nezménil odstranénim mimoradnych
hodnot ze statistického souboru.

Z toho plyne, ze vybérovy median je vice robustni proti vyskytu mimoradnych
hodnot.

V realité je treba si davat pozor na mimoradné hodnoty a byt obezretny, protoze
mohou naznacovat treba pochybeni pri méreni. Pak jim pridélime mensi vahu
nebo je ze statistického souboru odstranime, nebo opravime experiment.



Stred

Z prikladu na str. 40 je zrejmé, ze mimoradné hodnoty
budou odpovidat nejaké systematické chybé méreni,
protoze jde o méreni teploty meteorologické stanice v
noci a teplota by méla postupné klesat.

Ukazalo se, ze po pulnoci automaticky zapisovac
teploty se prepnul do °C a tedy hodnoty 58 Fa 41 F
jsou ve skutecnosti 5,8 °C a 4,1°C.

Tedy misto mimoradnych hodnot dame spravné
hodnoty 42 Fa 39 F.

Pak vybérovy prumér je 41,5 F a vybérovy median 42 F.



Vlybérovy rozptyl

Dalsi numericky parametr, ktery nas zajima je variabilita mezi prvky
nameéreného statistického souboru.

K charakterizaci se pouziva tzv. vybérovy rozptyl definovany:

E T

2 J' . = 32

sy = — (i — Thn)
' n—1 :
i=1

Je vidét, Ze je to stredni hodnota druhych mocnin odchylek od
pruméru.

ProtoZe s,? je v jinych jednotkach neZ vybérovy primeér, tak

zavadime tzv. vybérovou sméerodatnou odchylku: —
Sy = J —” — Z(r — ,?'“_‘]2.
=1

Vybérova smérodatna odchylka je vyjadrena ve stejnych jednotkach
jako statisticky soubor.

Je zfejmé, Ze vybérovy rozptyl bude stejné jako vybérovy primér
silné zavisly na pritomnosti mimoradnych hodnot.



Median absolutnich odchylek

Pro priklad na str. 40 mame vybérovou smérodatnou
odchylku rovnou 6,62 resp. 0,97 pokud odstranime
mimoradné hodnoty.

Mnohem robustnéjsi charakteristikou je tedy median
absolutnich odchylek (MAD).

Je definovan nasledné: meéjme absolutni odchylku
kazdého prvku x; s ohledem na vybérovy median |x. —
Med_|.

Potom MAD je roven medianu vSech absolutnich
odchylek: MAD (2,25, . ... 2,) = Med(|ay — Med,.|,.... |2, — Med,|)
MAD je velmi tézce ovlivnitelny mimoradnymi
hodnotami. Pro priklad na str. 40 je MAD rovno 1.



Empirické kvantily

Median mi déli statisticky soubor na dvé stejné velké ¢asti prvka.

Obecné statisticky soubor mizeme rozdélit tak, ze jen urcitd procentni ¢ast p
statistického souboru bude mensi nez néjaké Cislo a druha procentni ¢ast 1-p bude
vetsi.

Prvek statistického souboru odpovidajici poméru p/(1-p) nazyvame jako empiricky
kvantil. Zapisujeme ho jako g,(p) a predstavujici prvek statistického souboru!!!
Usporadany statisticky soubor se sklada ze stejnych prvkd jako originalni
statisticky soubor, ale je vzestupné usporadany. Musi tedy platit:

L1y = L) = " = L)

2] — — ¥(n)

Hledani empirického kvantilu je vlastné linearni interpolace mezi usporadanymi
prvky statistického souboru.

Necht 0 < p < 1. Pro vypocet g,(p) empirického kvantilu pozadujeme, aby i-ty prvek
usporadaného statistického souboru byl i/(n+1) kvantil.
Necht cela ¢ast obecného redlného cisla a je oznacena jako |a|. Potom vypocet

q.(p) je dan: ,
" qn(p) = Ty T O [_’r{-ff—l—lj — *r{&'}}

kdek=|p(n+1)]aa=p(n+1)-—k.



Empirické kvantily

 Na obrazku je empiricka distribucni funkce
statistického souboru ze str. 25.

e Je zde ilustrovan empiricky -
q,(p) kvantil.

pth empirical quantile



Mezikvartilové rozpeéti

e Misto hledani stfedu (pruméru) statistického souboru bylo
navrzeno 5 Ciselnych charakteristik shrnujicich vlastnosti
statistického souboru: 100 7

— Minimum 0.75 -
— Maximum 0.50 -
— vybérovy median
— 0,25 empiricky kvantil ; |
— 0,75 empiricky kvantil B VAT T

e Empiricky kvantil g,(0,25) se nazyva prvni kvartil a g,(0,75)
se nazyva jako treti kvartil.

e Spolecné s vybérovym medianem mi 1. a 3. empiricky
kvartil rozdéluji statisticky soubor na 4 vice méné stejné
Casti obsahujici kazda Ctvrtinu vSech prvku — viz obrazek.

0.25




Mezikvartilové rozpeéti

Vzdalenost mezi 1. kvartilem a medianem vzhledem ke
vzdalenosti mezi medianem a 3. kvartilem mi
charakterizuje miru Sikmosti statistického souboru.

Vzdalenost mezi 1. a 3. kvartilem se nazyva jako
mezikvartilové rozpéti (IQR):

IQR = ¢, (0.75) — ¢,(0.25).

Specifikuje mi rozsah prvku statistického souboru, které
vymezuji stredni polovinou statistického souboru.

Je to velmi silna mira variability statistického souboru.
IQR je odolné proti mimoradnym hodnotam.



Krabicovy graf

K vizualizaci 5 zakladnich Ciselnych charakteristik statistického souboru se pouziva tzv.
krabicovy graf.

Je to symbolické zobrazeni statistického souboru.

Na svislé ose jsou Ciselné charakteristiky statistického souboru. Horizontalni Sitka grafu
je libovolna.

Obdélnik je vymezen 1. a 3. empirickym kvartilem, tedy jeho vyska je rovna IQR.
Uprostred obdélniku je vyznacen vybérovy median.
Nad a pod obdélnikem vyznacujeme vzdalenost rovnou 1,5xIQR.

evV/

které jesté lezi v intervalu 1,5xIQR.

VSechny ostatni prvky statistického souboru lezici mimo obdélnik a mimo vzdalenost
1,5xIQR nazyvame jako mimoradné (odlehlé) hodnoty.

Poloha vybérového medianu uvnitf obdélniku naznacuje Sikmost souboru.
Krabicové grafy jsou dulezité pro rychlé a nazorné porovnani vice statistickych souboru.
Pro zobrazeni dat jednoho statistického souboru je vhodnéjsi histogram.



Krabicovy graf

e Krabicovy graf statistického souboru ze str. 25.

Upper quartile+1.5-1QR - |
1.5 IQR

I'\"IELXilTlu‘ B TR R e P e |

I_Tpper qua_rtl © e e H “*
I(#R

Mediagy - e eseeseeseerseemerseenens

Lower quartile == b 1

1.5IQR

Lower quartile—1.5-1QR - |

Minimumm =m0
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