Zakladni statistické modely



Statistika

Matematicka statistika se zabyva interpretaci ziskanych nahodnych dat.

Snazime se priradit statistickému souboru vhodnou distribu¢ni funkci a najit
zakladni Ciselné parametry popisujici pravdépodobnostni chovani nahodného
procesu generujiciho nahodna data.

Zakladni soubor mi predstavuje vSechny mozné hodnoty, kterych muze
sledovana nahodna veli¢ina nabyvat — konecny nebo nekonecny. Zajimaji nas
jeho vlastnosti.

Vybérovy (statisticky) soubor mi predstavuje podmnozinu kone¢ného
mnozstvi n prvkl ze zakladniho souboru. Typicky vznikne na zakladé
experimentu (méreni) ndhodné veliciny, kterou mi generuje néjaky nahodny
proces. Vybérové statistiky popisuji jen vybérovy soubor!!!

Vhodny statisticky model vybérového souboru mi pak umozni usuzovat na
vlastnosti zakladniho souboru. Tedy vybérovy soubor musi byt ,dobrym®
reprezentantem zakladniho souboru.

Prvky vybérového souboru musi byt ziskany ndahodné a nesmi tedy na sobé
vzajemne zaviset.



Vybérovy soubor

e Prikladem statistického souboru je méreni
rychlosti svetla ¢ Michelsonem. V tabulce jsou
zmeérené hodnoty ¢ plus 299 000 km/s.
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Nahodny vybeér

Jednotlivda méreni jsou realizace nahodné proménné X, i=1, 2,3, ..., n
majici vSechny stejnou pravdépodobnostni distribuci a zaroven jsou
nezavislé.

Takovou kolekci nahodnych proménnych nazyvame jako nahodny vybér.

RANDOM SAMPLE. A random sample is a collection of random vari-
ables X1, Xo,...,X,,, that have the same probability distribution
and are mutually independent.

Pokud F je distribucni funkce nahodné proménné X;, pak mluvime o
nahodném vybéru z F.

V mnoha situacich jsme schopni stanovit F (dopredu ji zname), z niz
generujeme nahodny vybér (napr. Poissonovské procesy).

Na druhou stranu existuji nahodné procesy, jejichz pravdépodobnostni
distribuci nezname (doba trvani erupce gejziru — viz prednaska 5).
Kazdopadné je jisté, Ze jsme ziskali soubor dat — statisticky (vybérovy)
soubor — jako opakovani stejného méreni za stejnych experimentalnich
podminek.



Statisticky model

o Zakladni statisticky model pro takovy statisticky soubor je:

— povazovat méreni jako nahodny vybér

— a interpretovat statisticky soubor jako realizaci nahodného vybéru.
STATISTICAL MODEL FOR REPEATED MEASUREMENTS. A dataset
consisting of values x1.x9....,2, of repeated measurements of the
same quantity is modeled as the realization of a random sample
X1.Xo..... Xy The model may include a partial specification of
the probability distribution of each Xj.

* Pravdépodobnostni distribuce kazdého X; se nazyva jako modelova
distribuce (je to vlastné soubor vsech distribuci pro kazdé X.).

e Modelovym parametrem nazyvame konkrétni parametr modelové
distribuce.

 Pokud neni zarucena nezavislost nebo pravdépodobnostni distribuce kazdé
proménné nahodného vybéru nejsou identické, pak musime zvolit jiny
statisticky model.

e Mame-li statisticky model pro nas statisticky soubor, pak mizeme teprve
usuzovat na vlastnosti modelové distribuce.



Statisticky model

Jaké vlastnosti modelové distribuce nas zajimaji?

Jaké vlastnosti modelové distribuce nejlépe odpovidaji hledanym
parametrim statistického souboru?

Jaky statisticky soubor musime pouzit, abychom parametry modelové
distribuce stanovili spravne?

Jaka modelova distribuce nejlépe pasuje na statisticky soubor?

Odpovédi nejsou trivialni.

Napr. zmeérené doby trvani erupci gejziru (str. 25, prednaska 5) jsou
nahodné vybéry z néjaké neznamé F. Protoze nezname zakladni soubor
meéreni, tak musime stanovit kompletni krivku F ze zméreného nahodného
vybéru.

Na druhou stranu pokud budeme mit nahodny vybér, ktery bude
generovan procesem se znamou pravdépodobnostni distribuci (tfeba

exponencialni), tak F bude plné charakterizovana, pokud stanovime
parametr A této distribuce.



Statisticky model

Nebo se nemusime zajimat o distribuci jako celek, ale jen o néjakou
konkrétni vlastnost, Cislo atp., které je treba vysledkem naseho
experimentu.

Napr.: provadime meéreni ¢ = Ciselna hodnota ¢ + chyba méreni.

Tedy zmérené c je neznama konstanta a chyba méreni je nahodna
fluktuace.

Pokud vyloucCime systematickou chybu méreni, tak chyba méreni
muUze byt modelovdna ndhodnou proménou s E[X] = 0 a Var[X] =
konst.

Pak méreni ¢ mUze byt modelovano nahodnym vybérem s
nezndmou E[X] a koneénou hodnotou Var[X]. Cislo ¢ bude pravé
stredni hodnota modelové distribuce urcené na zakladé naseho
statistického souboru.



Statisticky model

e Necht statisticky model adekvatné popisuje
namerena data, potom vybérovy soubor s
odpovidajicimi spoCitanymi charakteristikami
(stred, MAD, median atp.) by mél popisovat
odpovidajici Ciselné charakteristiky modelové
distribuce.

e PY. pro velké n bude vybérovy prumér (stred)

olizko stredni hodnoté modelové distribuce.

 Pokusme se nalézt srovnhani mezi statistickym
(vybérovym) souborem a vlastnostmi odpovidajici
pravdepodobnostni distribuce.




Empiricka distribucni funkce

 Méjme nahodny vybér X,, X, X,,... z distribuce F.
Potom F_(a) bude empiricka distribuce
nahodného vybeéru:

e Ze zakona velkych Cisel:

Tim P(|Fy(a) = F(a)] > &) =0. F.(a) ~ F(a)

e Pr. empiricka distribucni
funkce normalniho - R Va
vybérového souboru pro -
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Histogram

e Mame nahodny vybér generovany ze spojité
distribuce s hustotou pravdépodobnosti f. Ze
Za’kona Velkvch él'sel plyne: number of X; in (x — h, z + Al ~ f(x).

2hn
e Pokud interval, v némz se X; nachazi je zaroven

Sirkou sloupce histogramu, potom vyska
histogramu je priblizné hodnotou f ve stredu

S|Oupce: height of the histogram on (x — h,x +h] ~ f(x).

e Podobné odhad jadrové hustoty nahodného

vybéru aproximuje hustotu pravdépodobnosti f
Jnn(z) = f(z)




e Histogram a odhad
jadrové hustoty pro

nahodny vybeér
generovany z
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Vybérovy prumér, median a empirickeé
kvantily

Pro normalni distribuci N(5,4) plati, ze E[X] = 5.

Podle zdkona velkych &isel vyb&rovy primér X,, =~ L.
Pro nahodny vyber generovany z N(5,4) o velikosti 200
prvkd dostaneme X,, =5,012.

Pro vybérovy median spocitame Med(x,, X,, X3, ..., X500)
= 5.018.

Vidime, ze vybérovy median mi dobre aproximuje
median N(5,4) distribuce.

e Obecné je mozné ztotoznit empiricky kvantil a p kvantil
pravdepodobnostni distribuce: q.(p) = F™(p) = 4,



Vybérovy rozptyl a MAD

Pro normalni rozdéleni N(u, o?) je rozptyl Var [X] = 0% a
smérodatna odchylka o.

Ze zakona velkych Cisel plati: s2~¢* and S, =~

Pro konkrétni pripad 200 prvkového statistickeho
souboru generovaného z normalniho rozdéleni N(5,4)
dostaneme: <2, =4.761 and sa00 = 2.182

Pro median absolutnich odchylek (MAD) pro vyse
uvedeny priklad dostaneme: MAD = 1,334. Znacneé se
lisi od a!ll.

Davod: MAD(X,.X,.....X,) ~ F™(0.75) — F™(0.5) pro distribuci

symetrickou kolem medianu. Pro N(5,4) plati:
Finv(0.75) — Finv(0.5) = 20™v(0.75) = 1.3490



Statisticky soubor vs. distribuce

e Shrnuti vybérovych charakteristik a odpovidajicich vlastnosti
pravdépodobnostni distribuce, kterou aproximuiji.

Sample statistic Distribution feature
Graphical

Empirical distribution function F, Distribution function F
Kernel density estimate f, ; and histogram Probability density f
(Number of X; equal to a)/n Probability mass function p(a)
Numerical

Sample mean X, Expectation p

Sample median Med(X 1, Xa,..., X,) Median go.s = Fin"'(ﬂ.-ﬁ]

pth empirical quantile g, (p) 100pth percentile g, = F inv(p)
Sample variance S2 Variance o2

Sample standard deviation S, Standard deviation o
MAD(X1,Xo,...,X,) F™(0.75) — F'™(0.5), for

symmetric F




Vlastnosti ,,neznamych” distribuci

e Videli jsme, ze pokud vygenerujeme nahodny
statisticky soubor z dané distribucni funkce, tak
konkrétni vlastnosti této distribuce mohou byt
aproximovany z odpovidajicich vybérovych
charakteristik nahodného vybeéru.

e \ praxi se ale Castéeji setkavame s opacnou situaci:
mame statisticky soubor s n prvky, ktery je modelovan
jako realizace nahodného vybéru s néjakou
pravdéepodobnostni distribuci, kterou ale nezname.

 Tedy hledame na zakladé naseho statistického souboru
urcité vlastnosti této nezname pravdépodobnostni
distribuce — typicky Ciselné charakteristiky.



Vlastnosti ,neznamych® distribuci
gejzir
O fyzikalnim pozadi toho moc nevime. Nelze tedy

specifikovat nameéereny statisticky soubor konkrétni
parametrickou distribuci.

Odhad jadrové hustoty a empiricka distribucni funkce mi
aproximuji f a F.
Je zfrejmé, ze to nejsou neJake Zname parametrlcke
distribuce. oy
Tedy odhadneme modelovou 7 || [
fpomoci odhadu jadrové /k\ f/ \
hustoty a modelovou F pomou L/ 1 /

empirické distribu¢ni funkce. 1. -~ | J
N e pa ram et riCkv Od h d d . 80 360 60



Vlastnosti ,neznamych® distribuci
vypocetni chyba

Statisticky soubor bude tvorit CPU cas mezi “
chybami vykonavaného pocitacového kédu.

Cas budeme modelovat jako realizace
nahodného vybéru z exponencialni

distribuce. L

Udélame si histogram a odhad jadrové B ——
hustoty — vypada to jako exp(A) rozdéleni. o :

Musime stanovit parametr A.
E[X] = 1/A a ze zdkona velkych Cisel
bude A = 1/x = 0,0015. \
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Porovname exp(0,0015) s grafickym
zobrazenim zmereného nahodného vyberu .1
— neparametrickym odhadem. '

Pokud je nas model spravny, tak
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* Data nahodného vybéru jsou vice

neparametricky odhad musi byt vice méné
totozny s modelovou distribuci exp(0,0015).

akumulovana kolem hodnoty 0 nez
predpoklada exp(0,0015).

Je exp(A) spravny model statistického souboru?



Linearni regresni model

Mame statisticky soubor s dvéma nahodnymi proménnymi — viz prednaska 5, str.
37.

Z bodového grafu vidime, ze tvrdost dreva je Umérna jeho hustoté: tvrdost =
g(hustota).

Je zde obsazena nahodnost, protoze jsme namérili pro jednu hodnotu hustoty vice
hodnot tvrdosti.

Obecné takovou situaci modelujeme regresnim modelem: tvrdost = g(hustota) +
nahodna fluktuace.

Jaky typ funkce g nejlépe pasuje na zmérena data?

Nic nezndme o fyzikdlnim pozadi; funkce muze byt skoro libovolna. S jistotou vime,
ze g bude rostouci.

Na prvni pohled mUzeme fici, Ze linearné rostouci g bude dobre pasovat na
nameérena data. Prvky nahodného vybéru lezici mimo linearni fit budou
modelovany nahodnou fluktuaci vuci primce.

Tedy: tvrdost = a + B-(hustota drfeva) + ndhodna fluktuace



Linearni regresni model

SIMPLE LINEAR REGRESSION MODEL. In a simple linear regression

model for a bivariate dataset (x1,v1), (22.92),..., (Zn.Un), We as-
sume that zy,29,...,2, are nonrandom and that yy.95...., 1, are
realizations of random variables Y7.Y5. ..., Y, satistyving

Yi=a+08x;+U; fori=1.2...., n,

where Uy, ...,U, are independent random variables with E[U;] =0
and Var(U;) = o2,
Primka y = a + 8:-x se nazyva regresni primka.
Parametr o — usek a 6 — smérnice regresni primky.

Proménné x a y se nazyvaji také jako nezavisla a zavisla
promenna.

Nahodné promenné U,, U,, U;,... U_ jsou nezavisle, pokud
se jednotliva méreni neovlivnuji. Maji nulovou stredni
hodnotou a vSechny stejny rozptyl.



Linearni regresni model

Potom i Y; jsou také nezavislé, aleY,, Y,, Y;,..., Y,

netvori nahodny vyber.

Protoze kazdé Y. ma jinou stfedni hodnotu a tedy i

jinou pravdepodobnostni distribuci.
E[}!] = E[H + Da; —|—{_,] = o+ Da; + E[[_] = v + Hx;

Parametry a a 6 je treba

stanovit metodou nejmensich  --

Ctvercu.
Paky=-1160,5+57,51-x

=
—_—

T 1500 —
=

Wood density



Bootstrap



Bootstrap — presnost odhadu

Vime jak stanovit parametry modelové distribuce ze znalosti
vybérovych charakteristik.

Otazka:

— jak moc se lisi vybérové charakteristiky nahodného vybéru od
parametri modelové distribuce?
— jaka je pravdépodobnost, ze vybérovy prumeér se bude liSit od E[X] o
vice jak €?
Potrebujeme znat, jak je vybérova charakteristika distribuovana
vzhledem k vlastnosti modelové distribuce. Nap¥. zajima nas
pravdépodobnostni distribuce X,, - u.

Na prikladu doby erupce gejziru vidime, ze pro dany statisticky
soubor pozorovanych ¢asu Xy, X,, X,..., X, jde jen o jednu realizaci
nahodného vybéru X,, X,, X;,..., X_..

Pozorovany vybérovy primér Xx,, je tedy urcen jen z jedné realizace
nahodné proménné ¢ _XitXoto 4 X,

<A77

n



Bootstrap pravidlo

Meéjme novy namereny statisticky soubor; odpovidajici
X, je jina realizace nahodné proménné X,,.

Pokud chceme srovnavat vybérovy primeér se stredni
hodnotou, tak musime znat jak se meéni realizace nahodné
promenné X,, — popiseme to pravdepodobnostni distribuci
X,.

V principu distribucni funkci X,, l1ze stanovit z distribucni
funkce F nahodného vybéru. Ale obecné F nezname!!!

Musime spocitat odhad F pro F a povaZovat ndhodny vybér
z F a odpovidajici vybérovy prumeér jako nahradu
nahodného vybéru z F a odpovidajiciho X,,.

Nahodny vybér z F = bootstrap nahodny vybér X;. X5 ... X;




Bootstrap pravidlo

4 v ’ o v T -Y'* =+ -Y_; + - T —Y;
e Boostrap vybérovy prumér: ¥ = ———

* Idea: k aproximaci distribuce X, poufZit distribuci X "
e Tento postup nazyvame jako bootstrap pravidlo pro
vybérovy priumer:
BoOTSTRAP PRINCIPLE. Use the dataset wy,zs,...,2, to com-
pute an estimate F' for the “true” distribution function F. Replace

the random sample X;.Xs,... .. X, from F by a random sample

X7,X5,..., X, from F', and approximate the probability distribu-
X7, Xs. Xt F 1 te tl bability distril
f*)

tion of h{Xi,Xg. ..., Xp) by that of h( X7, Xg,.... X}).

e Pravidlo muze byt obecné aplikovano na jakoukoliv
vybérovou charakteristiku aproximovanim jeji
pravdepodobnostni distribuce odpovidajici bootstrap
vybérovou charakteristikou.




Bootstrap pravidlo

Jak dobte pravdépodobnostni distribuce X .* aproximuje distribuci X ?

Zobecnéni: jak dobre aproximuje distribuce zcela obecné bootstrap vybérové
charakteristiky obecnou distribuci vybérové charakteristiky, o kterou se zajimame?

Bootstrap aproximaci mizeme vylepsit:
— pokud vyuZijeme centrovaného vybérového priméru (X, - u). Bootstrap verze
bude: (X, - u*), kde u* je stfedni hodnota distribuéni funkce F.

— pokud obecné vybérovou charakteristiku ,normalizujeme®” vzhledem k Ciselné
charakteristice parametrické distribuce. Napf. centrovany vybérovy median
Med(X,, X,, X5,..., X,) = F"Y(0,5), nebo normalizovany vybérovy rozptyl S, 2/o?.

Nakonec musime odpovédét na otazku jak aproximovat (odhadnout) F pro
modelovou distribuci F?

Pokud statisticky soubor miizeme modelovat néjakou zndmou parametrickou
distribuci napr. Exp(A) sta¢i ndm aproximovat jen parametr A, abychom mohli

Py

aproximovat F.
Tedy rlizné aproximace F ndm tedy davaji rizna pravidla pro bootstrap postupy.



Empiricky bootstrap

Meéjme statisticky soubor x,, x,, x5,..., X, jako realizaci nahodného vybéru z
diskrétni distribuce F, kdy kazdé x. ma pravdépodobnost 1/n.
NemuUzeme nic fict o F. Nicméné muzeme stanovit empirickou distribucni

funkci F, daného statistického souboru:
number of x; less than or equal to a

F(a)=F,(a) =

F(a) nazyvame jako empiricky bootstrap.

Aplikujeme bootstrap pravidlo na centrovany vybérovy primeér. Tedy
nahodny vybér X,, X,, X,,..., X,, Z F je nahrazen bootstrap nahodnym
vybérem X; X3 ... Xz F,.

Distribuce (X, - W) je aproximovana (X" - 1), kde u” je stfedni hodnota F,.
Jak dobra je tato aproximace?

Matematicky se da dokazat, ze bootstrap pravidlo dobre aproximuje
centrovany vybérovy primeér!!!
Ale napr. pro normalizovanou vybérovou charakteristiku zalozenou na
nahodném vybéru z rov. rozdéleni U(0,0) empiricky bootstrap nefunguije.
maximum of X, Xo, ..., X,
t




Empiricky bootstrap

Z pfedchoziho plyne, Ze ndhodna proménna X * m3
stfedni hodnotu: | | |
;f:t = B [}f::] =1 =412 =441, —=I,.

(. ) T

Tedy aplikace empirického bootstrap pravidla na (Xm'
1) znamena aproximace jeji distribuce distribuci (X
X,):

Nahodna promenna X " je zaloZena na ndhodné

proménné X', jejiz distribuce j je znama: nabyva hodnot

X1, X5, X3,-.., X, S pravdépodobnosti 1/n.

Tedy mGZeme stanovit (X.*- X, ) a odpovidajici
pravdepodobnosti. Ale pro velké n je to trosku
tezkopadna prace.



Empiricky bootstrap

Mnohem vetsi uplatnéni najde metoda empirického
bootstrap, kdyz vyuzijeme pocitacové simulace.

Analogicky k predchozimu prikladu budeme opakované
generovat realizaci bootstrap nahodného vybéruz F, a
vidy spocitdme odpovidajici realizaci (X" - . ).
Napocitané realizace nam daji dobry prehled o
distribuci ndhodné proménné (X,"- ).

Realizace bootstrap nahodného vyberu se nazyva jako
bootstrap statisticky soubor: «i.25.....2;

Pro centrovany vybérovy prumér je simulaéni
procedura nasledujici:



Empiricka bootstrap simulace

EMPIRICAL BOOTSTRAP SIMULATION (FOR X, — ). Given a dataset,
I 2 P I'n . determine its empirical distribution function F,, as an
estimate of F', and compute the expectation

Tl + X2+ -+ Ty
r

* —
H = &n

corresponding to Fi,.
1. Generate a bootstrap dataset x],x5....,x) from F,.
2. Compute the centered sample mean for the bootstrap dataset:

== —
<I n - n! T

where . . .
_ritaytetap

!

m
Repeat steps 1 and 2 many times.

Generovani hodnot x," z F, je ekvivalentni vybirdni jednoho prvku z origindlniho
statistického souboru x;, x,, Xs,..., X, se stejnou pravdépodobnosti 1/n.

Obdobnou proceduru lze naformulovat na libovolnou jinou vybérovou
charakteristiku.



Empiricka bootstrap simulace

Pr.: aplikujme empirickou bootstrap simulaci na data
doby pozorovani erupci gejziru.

Budeme simulovat centrovany vybérovy prumér pomoci
1000 simulaci (opakovani kroku 1 a 2).

Histogram a odhad jadrové hustoty N

pro 1000 centrovanych bootstrap - 1/
vyberovych prumeru | j h j \

o .u’ 2 U'n . L1000 —

Dostall Jsme tedy reallzace nahodne promenne (X -X,)
a to mi odrazi chovani distribuce této proménné. Tedy
distribuce (X" - X_) mi aproximuje distribuci (X - p).

n



Empiricka bootstrap simulace

Predpokladejme, ze stredni hodnotu distribuce F modelujici
dobu trvani erupce gejziru odhadneme cislem X, = 209,3.

Jak daleko je 209,3 od spravné hodnoty u?

Protoze statisticky soubor je mnozina nahodné urcenych
Cisel, tak nemuzeme s absolutni presnosti odpoveédét na
vyse uvedenou otazku.

Jediné co muUzeme fict, je: s jakou pravdépodobnosti Cislo
209,3 lezi v dané vzdalenosti (1 - €, u + €) od spravné
hodnoty L.

Tedy pokud mame statisticky soubor o 272 prvcich a
chceme ziskat predstavu jaka je hodnota i, musime si
spocitat pravdépodobnost, ze vybérovy prumeér se
odchyluje od p o vice jak 5: p(1 5, — ) = 5)



Empiricka bootstrap simulace

Primy vypocet pravdépodobnosti neni mozny, protoze

nezname distribuci nahodné proménné (X, - ).

ProtoZe distribuce (X" - X, ) aproximuje distribuci (X . - p),

tak mUzZeme pravdépodobnost aproximovat nasledovné:
P(|X, — | >5) = P(| X} — Z.| > 5) = P(| X} — 209.3| > 5)

Vypocet pravdepodobnostlpu X —209.3| > 5) je zbytecné
tézkopadny. Proto aproximujeme tuto pravdepodobnost
tisici centrovanyml bootstrap vybérovymi pruméry
ziskanymi pomoci bootstrap simulace:

T —200.3 FF,—2003 .- T .00 — 200.3.

Snadno nahlédneme, Ze pfirozenym odhadem P(|-X; —209.3| > 5)
je relativni ¢etnost centrovanych bootstrap vybéerovych
prumeru number of 7 with |z*

* . —209.3| greater than 5

1000




Empiricka bootstrap simulace

 Na zakladé grafu na str. 30 Ize
pravdepodobnost vycislit:

P(|X, — p| >5) = P(|X); —209.3| > 5) ~ 0.227

* Aproximaci lze nekonecné zpresnovat
zvysovanim poctu opakovani bootstrap
postupu.



Parametricky bootstrap

Meéjme statisticky soubor jakozto realizaci nahodného vybéru s konkrétni
distribucni funkce F.

F je kompletné uréena svym parametrem (nebo vektorem parametru 6,
pokud jich je vice): F = F3. Nemusime tedy stanovit celou distribuci, ale
staCi stanovit jen 6 pomoci 6 a pak stanovit F = F,

Takovéto bootstrap pravidlo nazyvame jako parametricky bootstrap.
Opét chceme stanovit centrovany vybérovy primeér.

Tedy stfedni hodnota Fy musi byt opét funkci 6: p = .

Pravidlo parametrického bootstrap centrovaného vybérového priiméru
bude:

nahodny vybér X,, X,, X,,..., X, zZ Fy je nahrazen bootstrap nahodnym
vybérem X7 XJ.... Xz F;.

pravdépodobnostni distribuce (X - 1) je aproximovéna (X, - u*). Stredni
hodnotu odpovidajici F; Ize psat jako ;i = ;.

Vétsinou parametricka bootstrap aproximace je mnohem lepsi reseni nez
empiricka bootstrap aproximace.



Parametricky bootstrap

* Vyhoda spociva v tom, ze je mozné v principu stanovit
distribuci ndhodné proménné (X" - /¢;) presné. Ale
Casto to je tézkopadné reseni a pocitani.

e Opét se vyplati provést simulaci. Pro centrovany
vybérovy prumér je nasleduijici:

PARAMETRIC BOOTSTRAP SIMULATION (FOR X, — i), Given a
dataset xy.x2,...,2,, compute an estimate d for 0. Determine F;
as an estimate for Iy, and compute the expectation p* = pu; corre-
sponding to Fj.

1. Generate a bootstrap dataset =7, z3,...,z; from Fj.
2. Compute the centered sample mean for the bootstrap dataset:

== .
T, — 4“9'

where N N N
T tayeta

T,

n

Repeat steps 1 and 2 many times.



Parametricky bootstrap

Jako priklad uzijeme parametrickou bootstrap simulaci k zjisténi, je-li
exponencialni distribuce odpovidajici model pro dobu mezi chybami v
pocitacovém kodu - viz str. 17.

Vime, ze exponencialni fit se zdal byt rozumnym modelem statistického
souboru.

Ke kvantifikovani rozdilu mezi statistickym souborem a exponencialnim
modelem vypocitame maximalni vzdalenost mezi empirickou distribucni
funkci F,, statistickeho souboru a exponencialni distribucni funkci F5

stanovenou ze statistického souboru:

tks = sup |Fi(a) — F;\[rz}|
a=h ’

kde F5(a) =0 proa<0, Fx(a) = 1-ga proa>0aA=1/x, je stanoveno
ze zmeéreného statistického souboru.

Statisticky soubor hodnot t,. nazyvame jako Kolmogorov-Smirnovova
vzdalenost mezi F, a F5.



Parametricky bootstrap

Jaka je podstata K-S vzdalenosti?

Jestlize F popisuje realnou matematickou distribucni funkci, potom
empiricka distribucni funkce F, se musi vice méné podobat F, at uz
se F rovna néjaké exponencialni distribuci F, = Exp(A) nebo ne.

Na druhou stranu pokud bude existovat realna matematicka
distribuce F, potom odhad exponencialni distribuce F5 bude
podobny F,, protoze a A = 1/X,, je blizko realnému A.

Tedy

— pokud F = F, potom F, a F5 musi byt blizko stejné distribucni funkci a
tedy t,. bude malé.

— pokud F # F, potom F, a F5 jsou kazda blizko jiné distribucni funkci a
tedy t,. bude velké.

t,. vidy leZi v intervalu mezi 0 a 1. Cim vice se t,, bliZi k 1, je to indikace, Ze
exponencialni model neni spravny.

Pro priklad ze str. 17 plati: A = 1/x, =0,0015at, =0,176.



Parametricky bootstrap

Tedy stanovena velikost K-S vzdalenosti t,, = 0,176 pro
zkoumany priklad potvrzuje nebo vyvraci spravnost
exponencialniho modelu?

Musime zjistit: je-li pravda, ze ziskany datovy soubor je
opravdu realizaci nahodného vybéru z exponencialniho
rozdeleni F,, tak hodnota t,. = 0,176 je neobvykle velka.

Uvazujme vyberovou charakteristiku, ktera odpovida t,..
Odhad A = 1/x,, nahradime nahodnou proménnou A= 1/X,,

a empirickou distribucni funkci statistického souboru
nahradime empirickou distribucni funkci nahodného vybéru

X1; er X3;---; Xn: F(a) number of X, less than or equal to a
n\t) =

(!

Potom t,, je realizace vyberove charakteristiky: 7ic = sup|F.(a) — Fi(a)l



Parametricky bootstrap

e Abychom zjistili, ze t,, = 0,176 je mimoradne velka hodnota
pro nahodnou promennou T, musime stanovit distribucni
funkci promeénneé T,,, ale to neni mozné protoze nezname A.

* Budeme aproximovat distribuci T,, pomoci parametrického

bootstrap. VyuZijeme statisticky soubor k uréeni A pomoci A
=1/x,, = 0,0015.

* Nahodny vyber X,, X,, X300y Xn ZFy nahradlme bootstrap
nahodnym vybérem X, X2 , X3 e, X 2 FX Pak budeme

n
aproximovat distribuci T, jeji bootstrap verzi a spocitame K-

S vzdalenost pro T, : I = sup | F2(a) — Fy. (a)

=yt

kde F_" je empiricka distribucni funkce bootstrap

nahOdnEhO VYberU * () = number of X7 less than or equal to a
] =

i



Parametricky bootstrap

aA =1/X,"s X, " jako praimérem bootstrap
nahodného vybéru.

* Je ziejmé, Ze bootstrap vybérova charakteristika 7,.” je
prilis slozita, abychom stanovili jeji pravdépodobnostni
distribuci a proto provedeme parametrickou bootstrap
simulaci:

1. vygenerUJeme bootstrap statisticky soubor x,", x,", x37,...,

X35 Z exponencidlni distribuce s parametrem A = 1/xn
0,0015.

2. spotitame bootstrap K-S vzdélenost: fks = 51D [F(a) = Fi. ()]

tI'—

kde F." je empirické distribucni funkce bootstrap statistického
souboru a F5+ je odhadovana exponencialni distribucni
funkce, kde 7\ = 1/x,, " je spocitané z bootstrap stat. souboru



Parametricky bootstrap

Opakovani simulace provedeme 1000 krat a dostaneme 1000
K-S vzdalenosti, které zobrazime jako histogram a odhad
jadrové hustoty.

Vidime, ze pokud dobu mezi chybami softwaru budeme
modelovat exponencialni distribuci, tak K-S vzdalenost 0,176

je velmi nepravdépodobna. | /\\

Tedy model pomoci / \_\
exponencialni distribuce neni | { %L / \
spravny. I~

Dlvod je ten, Zze PoissonUv proces je Spatny model pro sérii
chyb, které pri chodu programu nastavaji.
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