Nestranny odhad



Parametr 6

Mame statisticky (vybérovy) soubor, ktery je realizaci
nahodného vybéru X, X,, X;,..., X, z pravdepodobnostni
distribuce, ktera je kompletné stanovena jednim nebo vice
parametry — modelové parametry.

Statisticka veliCina, ktera nas zajima, odpovida urcité
vlastnosti modelové distribuce, ktera muze byt sama
popsana modelovymi parametry.

Takova vlastnost modelové distribuce se nazyva parametr
0.

Napr. v Poiss(\) rozdéleni je modelovym parametrem A.
Parametrem zajmu muze byt tfreba samotné A nebo treba
pravdépodobnost, Ze jev nenastane e™.

Kazdy parametr O zavisi jenom na statistickém souboru.



Odhad

ESTIMATE. An estimate is a value t that only depends on the dataset
T1,22,...,Tn, l.e., tis some function of the dataset only:

t = h(xy, xo, ..., a5).

e Popis odhadu je spise formalni, ale myslenka spociva ve skutecnost, ze
funkce t spocitana ze statistického souboru mi da néjakou predstavu o
parametru O realné distribuce.

 Neékolik odhadl jsme uz poznali — viz tabulka v pfedndsce 6 na str. 14 —
jsou to tedy rlzné Ciselné hodnoty, mnoziny Cisel nebo samotné krivky.
e Napr.:
— A je stredni hodnota modelové distribuce, podle zakona velkych Cisel je
vybérovy primeér Xx,, pfirozenym odhadem pro A.

— pro pravdépodobnost, Ze nahodna proménna s rozdélenim Poiss(A) bude
nabyvat nulové hodnoty mize byt prirozenym odhadem cetnost nul ve
statistickém souboru number of x; equal to zero nebo odhad exp(- x;,)

n




Odhad

Z prfedchoziho plyne, Ze maZzeme vymyslit nékolik odhadd pro dany parametr 6.
Kdy je jeden odhad lepsi nez jiny?
Existuje nejlepsi mozny odhad?

Odpovéd musi byt negativni, protoze nemUtzeme fict nic jistého o rznych
odhadech, protoze sami jsou spocitany z nahodného statistického souboru.

Jediné co mlUZeme fici je, s jakou pravdépodobnosti jsou jednotlivé odhady
vzdaleny od parametru 0.

Odhadova funkce je vlastné metoda jak pocitat odhady. Je to vlastné specialni
pripad vybérové charakteristiky.

Odhad je Cislo, vypocitané ze statistického souboru.

ESTIMATOR. Let t = h(x1,22,...,2,) be an estimate based on the
dataset a1, x9....,2,. Then t is a realization of the random variable

T = h(X1. Xa, ..., X,).

The random variable T is called an estimator.



Chovani odhadovych funkci

Meéjme Poiss(u) pravdépodobnostni rozdéleni a namérime 30
realizaci nahodného vybéru z F.

Chceme odhadnout pravdépodobnost p,, Ze nahodna promeénna x =

) number of X; equal to zero >

Zvolime dvé odhadové funkce Sa T ° = ., and  I'= o7
S mUze nabyvat jen hodnot: 0, 1/30, 2/30, 3/30,..., 1

T mlZe nabyvat hodnot: 1, e1/30, @2/30 @3/30

Je ziejmé, Zze S a T nemohou dat pro 30 méreni stejnou hodnotu p,,.

Situaci muzeme nasimulovat v pocitaci pro u = In 10 a tedy p, = 0, 1.
500 krat zopakujeme nahodné vybrani 30 hodnot z Poiss(u) a mame
tedy 500 hodnot pro kazdou S a T a vyneseme cCetnosti hodnot do
histogramu.

Obé odhadové funkce se pohybuji kolem spravné hodnoty p,=0,1,
kterou maji odhadovat.




250 —

200 =—

150 =

100 —

Chovani odhadovych funkci

250 —

200 =

150 =

100 —

I T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.0 0.1 0.2

0.3



Vybérova distribuce

Tedy hodnoty odhadové funkce S fluktuuji kolem 0,1. Je
tedy zadouci, aby stredni hodnota S byla rovna O, 1.

Navic, chceme aby to platilo pro jakoukoli hodnotu p,,
tedy E[S] = p,, pro0 < p, < 1.

Abychom to oveérili potrebujeme znat
pravdéepodobnostni distribuci odhadové funkce S.

Odhadové funkce jsou konstruovany z nahodného
vybéru mluvime o vybérové distribuci.

THE SAMPLING DISTRIBUTION. Let 1" = h(X, Xo, ... .. X,) be an

estimator based on a random sample X4, Xs....,X,,. The probabil-
ity distribution of 1" is called the sampling distribution of 1.



Vybérova distribuce

Jak najit konkrétni vybérovou distribuci?

Necht S =Y/n, kde Y je pocet X. rovnych nule a tedy Y je
rovno poctu uspechu v n nezavislych pokusech s
pravdépodobnosti uspéchu p,,.

Tedy Y musi mit Bin(n, p,) distribuci a pak S = Bin(n, p,)/n,
s diskrétni ndhodnou proménnou k/n.
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Pravdépodobnostni funkce p¢(a) |
pron=30ap,=0,1. _

Stredni hodnota S bude:

E [b] — E D?] — npo — _f}{ll MM_#“JO ﬂl.ﬂ — .r'>.;4 ..... H?ﬁ ..... DL .... 1?0

It 1l




Vybérova distribuce a nestrannost

* Tedy odhadova funkce S pro p, ma vlastnosti, ze
E[S] = p,.

Va4

* To odrazi fakt, ze S nema systematickou tendenci
produkovat odhady, které jsou vétsi nez p, nebo
mensi nez p,. To je zadouci vlastnost odhadove
funkce!!l A takova odhadova funkce se nazyva
jako nestranna.

DEFINITION. An estimator 1 1s called an unbiased estimator for the
parameter 6, if

E[T] =60
irrespective of the value of . The difference E[T'] — @ is called the
bias of T': if this difference is nonzero. then 7' is called biased.



Vybérova distribuce a nestrannost

T = e *Xn.
Ted stejnou proceduru provedeme i pro odhadovou funkci T.
MUlzZeme ji prepsat do tvaru 7 =c=%" kde Z = X1+ Xo+ -+ X,..

Nahodna proménna Z je souctem n nezavislych Poiss(u)
nahodnych proménnych a ma distribuci Po:ss(nu)

Tedy T je diskrétni nahodna
promeénna nabyvajici hodnot
e’k/n s pravdépodobnostni funkeci:
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Pron=30ap,=0,1 je pravdépodobnostni funkce vﬂgrafu.
Mohlo by se zdat, ze T je opét nestranna odhadova funkce,
ale neni to pravda — diikaz Jensenova nerovnost.



Vybérova distribuce a nestrannost

Funkce exp(-x) je konvexni, musi tedy platit:
E [I] =E {“—_\'” _h[\ ]

= e

Ze zakona velkych &isel plyne, Ze E[X ] = 1,
protoze [ je stredni hodnota Poiss(p).

Pak dostaneme: E[I]>c¢ " =p

To znamena, ze T je pozitivné stranné pro p,.

Spocitame E[T] presnée: E[1]= E[{"“ }zv‘”‘“”‘“‘ )

Protoze n(1—el/r) > 1 pro n = oo, pak
E[1] = ¢~ r(1-e HJ—*_“—JM

Vidime, ze strannost s rostoucim n klesa k nule.




Vybérova distribuce a nestrannost

e V grafu je stredni hodnota Tpron=30au=In10ap,=0,1.

E[T]

e Navic plati, Ze vybérovy primér a vybérovy rozptyl jsou
nestranné odhadové funkce pro stredni hodnotu Poiss(u).
Tato vlastnosti odhadovych funkci X, a S, 2 je navic
univerzalni pro jakékoliv pravdepodobnostni rozdéleni.



Nestranna odhadova funkce pro
stredni hodnotu a rozptyl

e Na statistickém souboru nas véetsinou zajima
stfedni hodnota a rozptyl modelové
distribuce.

UNBIASED ESTIMATORS FOR EXPECTATION AND VARIANCE. Sll])—
pose Xi. Xo. ..., . X, is a random sample from a distribution with

finite expectation p and finite variance 0. Then

. X1+ Xo+--+ X,

n
is an unbiased estimator for p and
1 T
-2 W2
SOp = ] E (X — Xp)

is an unbiased estimator for o>.



Nestranna odhadova funkce pro

stredni hodnotu a rozptyl

 Tvrzeni v definici nerika nic jiného nez, ze

VYV 1 — 21 — ]
E[X,]=naE[Sy]=0% X, - X, ] =EX]-E[X.]=0 E[Y]=0
B[$7] = — Z E[(X; - Xu)?] Var(V) = E[V?] — (E[Y])? = E [V?]

i
H—J_ lz 1
( T (¥} = E[ n] - " — J_ ;_l E [{ 1K‘? -\?IJ ]
(n—1)2 1 . . 1
= Var(X;) + — Y Var(X; ! 3 ¢ L
— 1 J—I_Hg; (X ;) _r_l*\u(\a_\?)_m.




Prenos nestrannosti

Jaka bude odhadova funkce pro smérodatnou
odchylku o? Bude to funkce S, ?

Podle Jensen nerovnosti to pravda nebude.
o® =E[Sh] > (E[S)°
/ toho plyne, ze: g(s,] < »

Obecna vlastnost: nestrannost nejaké odhadové
funkce se vzdy neprenasi.

Je-li T nestranna odhadova funkce parametru 6,
potom odhadova funkce g(T) nemusi byt
nestranna odhadova funkce parametru g(0).



Prenos nestrannosti

e Existuje specialni priklad nestranné odhadoveé
funkce, kdy jeji nestrannost se prenese na
novou odhadovou funkci, ktera vznikne
linearni transformaci.

e Necht T je nestrannd odhadova funkce pro
parametr O a plati, ze E[T] = 6.

 Potom transformace: g(T) =aT + b je
nestranny odhad pro parametr a0 + b.
E[rr}_“ —+ 3;] = {FE[I1] +bhb=ab+b



Stredni kvadraticka chyba a
porovnani odhadovych funkci



Srovnani odhadovych funkci

 Nestrannost je zasadni vlastnost odhadovych
funkci.

e Pokud existuje vice nestrannych odhadovych
funkci pro dany parametr modelové
distribuce, tak jak vybrat tu nejvhodnéjsi?

* Prirozenych parametrem vybéru pro
nestranné odhadové funkce bude rozptyl
vybéroveé distribuce.



Odhadova funkce N

Ukolem je odhadnout celkovy poéet vyrobenych
automobilt N, pokud nas statisticky soubor obsahuje n
vyrobnich Cisel nahodné vybranych vozu.

Oznacme vybrana sériova cCisla x;, x,, X3, ..., X,, jako
realizaci nahodnych promennych X;, X,, X;, ..., X,
reprezentujici n vybéru bez vraceni se stejnou
pravdepodobnosti z mnoziny 1, 2, 3, ..., N.

Xy, X5, X3, ..., X, neni nahodny vybér, protoze nahodné
promenneé jsou vzajemne zavisle.

Zkonstruujeme dve nestranné odhadove funkce T, a T,.



Odhadova funkce N — vybérovy
prumer

e Prvni bude zaloZzena na vybérovém primeéru:

= JYI + JYQ + 0+ -‘Y-i'i!.
jtn- —

I

 Druha bude zalozena na vybérovém maximu:
M, = max{ X1, Xq,..., X,,}

e Jak zkonstruovat nestrannou odhadovou funkci
pro N na zakladé vybérového pruméru?

* Spocitame stfedni hodnotu X,,; pravidlo souctu
strednich hodnot plati i pro zavislé nahodné
promenne: EXi +E[Xz] + -+ E[X,)]

n

E[X,] =



Odhadova funkce N — vybérovy

prumer
Snadno nahlédneme, ze marglnalnl distribuce pro
kazde X, je stejna: r(x, _,r;._?\_r for k=1,2,...,N.
Tedy stredni hodnota kazdého X; je:
E[X;] = %—F) %—l— +;\-f.%:1+24}“+3\r
_SN(N+1) N+1
B N 2

:)Otom: E[X ] EXi]|+E[X2]+ -+ E[X,] _ N+1

n 2
Protoze stredni hodnota T, se musi rovnat
nledanému parametru N, pak: 7. =2%. -1 je

nestranna odhadova funkce pro N,
protoZe: B[] =E[2X, 1] =2E[X,] 1=2 -




Odhadova funkce N — vybérove
maximum

Spocitame si stredni hodnotu nahodné proménné
M .. Potrebujeme najit jeji pravdepodobnostni
distribuci — jaka je pravdepodobnost, ze M = k?
Pocet zpusobu jak vybrat n Cisel bez opakovam 4
N prvkové mnozmyjel\g ) a kazda kombinace ma
pravdépodobnost 1/(

Aby se M = k, tak musime mit jeden vyber rovny
k a ostatnich n-1 vyberu z Cisel 1, 2, 3, ..., k-1.
Udélame to (k zpusoby pro k = n, n+1,..., N.

Potom pro pravdepodobnost, ze M = k plati:



Odhadova funkce N — vybérove

Maximum
e {:;j} B (k —1)! (N —n)!n!
S R Sy [ TR
(k= 1L(N —n)!
o N
e A stredni hodnota bude:
N )
B o (E—1)1 (N —n)!
E[M,] = ZIP _F;fb R e R
_Z“’: k(N —n)
T & k=)l N
Nl K
T E h—n)

e Jak spocitat posledni sumu? Pouzijeme trik.



Odhadova funkce N — vybérove
maximum

’ . N N : i - \
° MUS' platlt: 1=ZP(:?1I¢1:j]:Z'I?-' (7 — 1)V (N —-;r?-J!1

(7 —n)! N!

j=n j=n

e 7 toho hned plyne nasledujici rovnost, platici
pro libovolné Nan < N:

N

-1 N!
; (7 —n)! n(N-—n)
e Zamenme N za N+1 a n za n+1:
’f G- 1) (N + 1)1
Pl (j—-n.—'l]! (n+ 1)(N —n)!

e Nahradmej—1 =k:

2‘*: Ko (N4 1)
(k—n)!  (n+1)(N—n)’



Odhadova funkce N — vybérove
maximum

e Ted muzeme dopocitat E[M]:

E[JI ] —n. [:;?\-'T_ '}1:]! i .IEIJr

NI = (k—n)
L (N-m) (N4 N+
“TTNT DV —a) L

* Protoze stredni hodnota T, se musi rovnat
’ n—+1 BB
hledanému parametru N, pak: z:=—»>M. -1 je
nestranna odhadova funkce pro N:

n-+1
n

ntlpng) 1ol 2V ED
n n n-+1

E[T5] =E { M, — 1} _



Odhadova funkce N

e Dostali jsme tedy dve nestranné odhadoveé funkce
pro odhad parametru N.

e Ktera z nich je lepsi? UrCime to z toho, jak se T, a
T, meni kolem hodnoty N.

e Udeélejme simulaci: N = 1000, n = 10, tedy
vybereme bez opakovani 10 Cisel z 1, 2, 3, ...,
1000 a spocitame hodnoty T, a T,. Celé to 2000-

krat zopakujeme a téchto 2000 hodnot vyneseme
do histogramu pro kazdou odhadovou funkci.



Odhadova funkce N

e Vlevo histogram simulované odhadoveé funkce
T, avpravo T,.

0.008 — 0.008 4 i
0.006 = 0.006 —
0.004 — 0.004 I
0 - 0 — ’/l_rdr
| I I I I I I I I I

300 700 N = 1000 1300 1600 300 TO0 N = 1000 1300 1600



Odhadova funkce N

Protoze histogramy reprezentuji
pravdepodobnostni funkci, tak vidime, ze
distribuce obou odhadovych funkci jsou zcela
odlisné.

Rozptyl T, kolem hodnoty N je mensi nez rozptyl
T;.

Tedy T, odhaduje parametr N ucinngji, protoze
odhady jsou vice koncentrovany kolem N v
porovnanis T,.

Tedy rozptyl odhadové funkce urcuje jeji ucinnost.



Odhadova funkce N - rozpty!

Erriciency. Let 77 and 75 be two unbiased estimators for the same
parameter #. Then estimator 75 is called more efficient than estima-

tor T7 if Var(T3) < Var(T7), irrespective of the value of 6.

Spocitejme rozptyly odhadovych funkci T, a T,.

Var(T1) = Var(2X,, — 1) = 4Var(X,,)

oromennych plati: var(x, +-
Da se ukazat, ze:var(xy) =

1

Protoze X; maji vsechny stejnou
oravdepodobnostnl distribuci, tak i pary (X, X))
Oro i # j maji stejnou dlstrlbUC|

Potom pro rozptyl souctu nahodn{/ch

-4+ X, ) = nVar(Xy) +n(n — 1}(‘01'( Xq1,X5)

2("» — 1)(N + 1),

Cov(X1, X3) =

1

I.x..'

Z(N+1)



Odhadova funkce N - rozpty!

e Potom pro rozptyl T, mame:
Var(11) = 41'Ta1.1‘(.)‘f ) = ;1_-""1“-1":‘3’1 + o+ Xy)
4 1 1
:n_z n - E[\\ —1)(N+1)—nn—-1)- 12 [\n" +1)]
1
3?1
('\ + 1)(N —n}
an
* Vypocet rozptylu odhadove funkce T, je slozitejsi.
’ s v s o . I?(“\- + J{\' —??J
Da se ukazat, ze plati: var(ir,) = CEDCESE
* Pozn.: pouzije se podobného triku jako u vypoctu
E[M].

—(N+1)[N—-1—(n—1)]




Odhadova funkce N - rozpty!

Potom rozptyl T, bude:

. ) 1 (n+1)%,, (N + 1)(N —n)
Var(Ty) = 1.--m~(” o, - 1) D e,y = DW=
' 7 ' nin + 2)

Vidime, ze Var(T,) < Var(T,) pro vSechny Nan =
2. Pro n =1 jsou obé odhadové funkce rovny Xj.

Pomér Var(T,)/Var(T,) se nazyva jako relativni
ucinnost odhadove funkce T, s ohledem na

odhadovou funkci T,.

v v x, Var(Ty) (N+1)(N —n) ‘ n(n -+ 2)  n+2
V nasem pripade: Var(T5) 3n (N+1)(N—-n) 3
Tedy je vhodné preferovat odhadovou funkci T,

pro odhad parametru N pred T,.




Stredni kvadraticka chyba

e | kdyz je nestrannost dulezita vlastnost odhadové
funkce, je treba ucinnost odhadové funkce néjak
kvantifikovat i bez znalosti toho, zdali je odhadova
funkce nestranna nebo neni.

e Je nutné stanovit jak se ,rozsiruje” odhadova
funkce kolem hledaného parametru 6.

DEFINITION. Let T be an estimator for a parameter #. The mean
squared error of T i1s the number MSE(T) = E [(T — H)z] :

e Stredni kvadraticka chyba (MSE) odhadoveé funkce
je zobecnujici parametr popisujici uCinnost
odhadové funkce.



Stredni kvadraticka chyba

* Tedy odhadova funkce T, je ucinnejsi nez
odhadova funkce T, pokud MSE(T,) < MSE(T,).

e Definicni vztah lze prepsat na:
MSE(T) = E[(T — 0)*]
=E[(T —E[T]+E[T] - 6)?]
=E[(T - E[T))*] +2E[T —E[T))(E[T] —6) + (E[T] — 6)*
= Var(T) + (E[T] — §)2.

e Tedy MSE je soucet r'ozptylu odhadoveé funkce
a jeji strannosti. Pro nestranné odhadove
funkce je MISE rovno Var(T).




Stredni kvadraticka chyba

MUzZe nastat situace, kdy stranna odhadova funkce s malym
rozptylem muze davat lepsi vysledek nez nestranna odhadova
funkce s velkym rozptylem. ;

Pr. hledame, jaka je hodnota Poiss(p)
pro hodnotu X = 0.
MUlzZeme nalézt dvé odhadové

funkce:

. U — o
_ number of X; equal to zero O

Nasimulujeme 1000 opakovani ndhodného vybéru 25 prvkul z
Poiss(p) distribuce s p = 2 — viz histogramy: vlevo odhadova funkce
S, vpravo T.

Vidime, Ze stranna odhadova funkce T je blize k hledanému
parametru e* = e2 = 0,1353 neZ nestranna funkce S. Preferovany
vybér T je podporovan skutecnosti, ze MSE (T) je mensi nez MSE(S).




Maximalni verohodnost



Maximalni verohodnost

Uz umime zkonstruovat odhadovou funkci pro
parametry distribuci, kterym odpovida
prirozeny vybérovy parametr (E[X] vs. X,,).

Co kdyz takova parametrova analogie
neexistuje?

Musim nalézt univerzalni princip konstrukce
odhadovych funkci pro libovolny parametr.

K tomu slouzi tzv. metoda maximalni
veérohodnosti.



Maximalni véerohodnost - priklad

llustrujme si princip maximalni vérohodnosti na prikladu.

Meéjme dva baliky po 10 000 stejnych elektronickych soucastek. V
jednom baliku je 50% vadnych soucastek a v druhém baliku je 10%
vadnych.

Bohuzel neumime baliky rozeznat. Ktery balik si mame koupit?

Otevru jeden balik a nahodné vyberu deset soucastek, které
otestuji na vadnost. Zjistim, ze jedna je vadna.

Zaver: vyberu si tento balik.

V baliku s 50% defektnich soucastek je vice pravdépodobné, ze v
10-ti kusovém vybeéru se objevi vice vadnych soucastek, zatimco u
druhého baliku mizeme jednu vadnou soucastku ocekavat s vétsi
pravdépodobnosti.



Maximalni verohodnost

Tedy vyberu si ten balik, kde je nejvice pravdepodobné, ze
jen jedna soucastka je vadna

Toto je zakladni myslenka metody maximalni vérohodnosti:

THE MAXIMUM LIKELIHOOD PRINCIPLE. Given a dataset, choose
the parameter(s) of interest in such a way that the data are most
likely.

Dukaz: necht nahodna proménna R, = 1 v pfipadé, ze i-ta
soucastka je vadna a R, = 0 v pripade, ze je funkcni proi=1,
2,3, ..., 10.

Tedy R,, R,, R;,..., R, je 10 nezavislych promeénnych s
distribuci Ber(p), kde p je pravdépodobnost, ze vybrana
soucastka J€ vadna. P(Ri =0 FRy=1.Ry3=0..... Rip=0)=p(l - p]”.



Maximalni verohodnost

e Pro balik s 10% vadnych soucastek plati:
P(Ri =0,Rs=1,R3=0..... Rip=10) = % (%)u — ().03Y

e Pro balik s 50% vadnych soucastek plati:
P(Ri=0,Ry=1,R3=0,.... Ry =0) = %(%)j — ().00098

 Tedy pravdepodobnost, ze bude ve vybéru

prave jedna vadna soucastka je asi 40 krat
vetsi pro balik s 10% vadnych soucastek.



Verohodnostni funkce

Meéjme statisticky soubor prvku x,, x,,..., x, modelovany
jako realizaci nahodného vybéru z pravdepodobnostni
distribuce charakterizované parametrem 0.

Pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné
promenne je funkci 6: py(x).

Hustota pravdepodobnosti spojité nahodné proménné
je funkci ©: f5(x).

Meéjme priklad s diskrétni nahodnou proménnou.

Potom metoda maximalni véerohodnosti nam rika, ze

parametr 6 odhadneme takovym cCislem, pro ktereé je
funkce L(0) maximalni.
_[.l:‘H} = Pr_.YJ_ = I1,... .z Y n — .4"”_] — il"f]{'*l.l] . 'j){](.!‘.r?}



Verohodnostni funkce

Takové Cislo nazyvame jako maximalni vérohodny
odhad parametru 0.

Funkci L(0) nazyvame jako veérohodnostni funkci.

Pro spojitou nahodnou proménnou je nutné L(0)
definovat jinym zpUsobem, protoze by se L(0) = 0.
Méjme X a fy(x) a malé €>0. Vybereme takove 6,
ze pravdépodobnost

P{-*"l —c<Xi<m+e,..op—e <Xy <ap+ £)

je maximalni.
Protoze X; jsou nezavislé, musi platit:



Verohodnostni funkce

P{-'""l —c< Xy <21+, e —e < Xy S+ £)
— P[;F‘l —e < _.Yl <Xy +e)-- P'[-'*"n —£ < }:-n < Tp F€)
~ folx1)fo(xa) - folan)(22)",

kdy jsme vyuzili znamého faktu, ze:

xite
Plo; —e< X, <ux;+¢) = / folx) de =~ 2cfg(2;)
Tedy pravdepodobnost bude maximélnl' pokud bude
maximalni funkce: fo(x1)fo(xa) - folx

Tedy vérohodnostni funkce pro SpOJItOU nahodnou
proménnou bude definovana:

L(0) = folx1)folaa) - fola
Mulzeme tedy definovat maxumalnl verohodn\'/ odhad:



Verohodnostni funkce

MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATES. The maximum likelihood es-
timate of # is the value t = h(xy,29,...,x,) that maximizes the

likelihood function L(#). The corresponding random variable
T =h(X1.Xa,....Xy)

is called the mazimum likelihood estimator for 6.

* Pr.: Méjme statisticky soubor prvku x,, x,,..., X,
modelovany jako realizaci nahodného vybeéru z
exponencialni pravdépodobnostni distribuce
Exp(A) s hustotou pravdépodobnosti f,(x) = 0
pro x<0 a f,(x) = Ae™ pro x=0.

e Potom verohodnostni funkce bude dana:



Verohodnostni funkce

L(A) = falxr) fa(xa) - - falan)
— A“—J"-.IwL . )‘a{‘_ﬁ"Iﬂ L /\H“—)t;?:rn

— \". {1—;‘\(;tr1—|—;trg—|—~~~—|—;trn]

e Ziskat maximalni vérohodny odhad parametru
A znamena nalézt maximum funkce L(A).

e Funkce ma maximum v miste, kde prvni
derivace je nulova:

%L{)\} — '}3/\'?’1_1{5_)1 DT _ A" ( ; ";"-a') “—J"-. 14 T

mn /‘"l i
. /\llﬂ.—l ‘.—)ﬁ. Zi:] Ir; 1 - ._ ? ,



Verohodnostni funkce

Derivace d(L(A))/dA =0 pokud 1 - Ax, = 0.
Z toho plyne, ze: A =1/x,.

Tedy vérohodnostni odhadova funkce pro parametr A je
funkce 1/X .

Z definice je vidét, ze vérohodnostni funkce L(0) je urcena
soucinem pravdepodobnostnich funkci.

Maximum funkce lze ve vétsiné pripadu stanovit z jeji prvni
derivace. Ale derivace soucinu funkci je vétSinou velmi
pracna, protoze hledany parametr je obsazen v kazdém
clenu.

Redenim je logaritmovani funkce L(0).



Logaritmus verohodnostni funkce

Logaritmus soucinu funkci je roven souctu
logaritmu jednotlivych funkci.

Tedy misto derivovani soucinu funkci budeme
derivovat soucet logaritmu téchto funkci.

Definice: /() = In(L(0O)).

Protoze logaritmus je rostouci funkce, tak funkce
[(0) i L(O) nabyvaji maxima pro stejny parametr 0.

Tedy L(B) je maximalni
tehdy a jenom tehdy,
kdyz /(0) je maximalni.
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