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1.0.1 Co budete po absolvovani prednasky umét

e Co jsou matice a jaké jsou jejich vlastnosti. Pocitani s maticemi.

Co je aritmeticky vektorovy prostor.

Hodnost matice. Baze vektorového prostoru.

Soustavy linearnich rovnic. Gaussova eliminacni metoda.

Determinanty a jejich vlastnosti. Aplikace determinantu.

Inverzni matice.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice.
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2 Zakladni pojmy

2.0.2 DMatice

Budeme mluvit o realnych, ptipadné komplexnich maticich, tj. prvky matic budou realna nebo kom-
plexni ¢isla.

Definice: Matice typu m x n (m tadku x n sloupcu) je obdélnikové schéma

a1 a2 ... Qip
A— G21  d22 ... d2p
m1 Am2 - .. Gmp
Znaceni: A = (a;;),i=1,...,m;j=1,...,n.

Je to vlastné tabulka ¢isel a index nam tika pozici prvku v tabulce.

Piiklad:
12 -1
A:
(3 4 —2)

je matice typu 2 x 3, prvek na 1. faddku a druhém sloupci je ajo = 2.

Obecnéji: a;; je prvek matice A, ktery je na i-tém fadku a j-tém sloupci.



Definice: Matice typu 1 x n tvaru (a1, a;o, - . ., a;,) nazyvame i-ty radek matice.

Matice typu m x 1 tvaru

nazyvame j-ty sloupec matice,

Priklad:
1 2 —1
A —
3 4 =2
i = 2, druhy tadek je (ag1, age,. .., a) = (3,4, —2)

1
j = 1, prvni sloupec je ( 5 )

tak jak to je vidét v tabulce, jen to musime néjak matematicky zapsat.

Definice: Je-li m = n, pak hovoiime o ¢tvercové matici a ¢islo m(= n) nazyvame 7ad matice.

Piiklad:
11 22
B =
( 33 44 )

rad = 2.



Hlavni diagonéla (Ctvercové) matice (a1, asg, . . ., Gpy)
Priklad:

0 = N
O O W

Hlavni diagonéla matice C' je (1,4,9)
Horn{ trojiuhelnikovd matice je matice, kterda ma pod hlavni diagondlou samé nuly.

Priiklad: C neni trojihelnikova matice
140

H=1 0 3 2 | jehorni trojuhelnikova matice

007
Analogicky, dolnt trojuhelnikovd matice méa nad diagonalou samé nuly.
1 00
D=1 0 3 0 | je diagonadlni matice—ma nuly pod i nad hlavni diagondlou, je to horni a zaroven

007
dolni trojuhelnikova matice.




Nulova matice

0 .0
0 0 . 0
O =
0 0 . 0
libovolného typu
Jednotkova matice
1 0
0
Jo
00 ... 1

je ¢tvercova a diagonalni, na hlavni diagonale ma 1, jinde 0.

Dveé matice jsou si rovny, jestlize jsou stejného typu a maji na stejnych pozicich stejné prvky.

Priklad:
1 2 1 4
a ,
3 4 0 3
1 0 B sinx +cos?z 0
0 sin®z + cos?z 0 1
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Definice: Ctvercovou matici (a;;), fadu n, pro kterou plati a;; = a;; pro vSechna i,j = 1,...,n,

nazyvame symetrickou matici.

Piiklad:
1 25
2 46
56 7
Definice: Ctvercovou matici (a;j), Tadu n, pro kterou plati a;; = —aj; pro vsechna i,j = 1,...,n,
nazyvame antisymetrickou matici.
Priklad:
0 2 1
-2 0 —6
-1 6 0

11



2.1 Operace s maticemi
2.1.1 Vynasobeni matice cislem

Umime pro kazdou matici, definuje se po slozkach.

Méjme éislo ¢ a matici A = (a;;). Potom cA = (ca;;).
Piiklad:
c(1r25)_(5 1002
346) \15 20 30

Séitat muzeme pouze matice stejného typu, definuje se po slozkach.
Méjme matice A = (a;;), B = (b;j). Potom A + B = (a;; + b;;).

Priklad:
1 2 0 —4 1 =2
+ =
) a)-07)

12 0 2 0 ) L 0 A )
NELZE ( - ) + ( ), posledni sloupec levé matice ( ) neni s ¢im secist.

2.1.2 Soucet matic

4 -1 =2
Plati: (komutativni zakon) A+ B =B+ A

12



Jisté plati

2.1.3 Rozdil matic

Pouze pro matice stejného typu, definujeme A — B := A+ (—1)B.

2.1.4 Transponovana matice

Necht A je matice typu m x n, pak transponovanou matici A” ziskdme tak, Ze matici A pieklopime

podle (hlavni) diagondly. Vysledkem je matice typu n x m

L2 1 35
2 46
5 6

Prohodime tadky za sloupce a sloupce za radky.

Poznamka: Necht A je étvercovd matice fddu n. Potom A je symetrickd prave kdyz A = AT.

13



Meéjme ¢isla ¢, d a matice A, B, C. Potom (pokud maji vyrazy smysl) plati:

A+B=B+A (c+d)A=cA+dA
A+(B+C)=(A+B)+C c¢(A+B)=cA+cB
A+O0=0+A=4 c(dA) = (ed)A
A—A=0 (A+ B)T = AT + BT
(A)" = A (cA)T = cAT

lze udélat prestavku

Piiklad:

. 12 10 -
Méjme A = , B = . Vypocitejte AT — B + A.
3 4 -2 3

- 3 -1 0 1 0
Reseni: —B = — = ,
(—2 3) (2 —3)

1 0 1 2 2 2
—B+ A= + = ,

2 -3 3 4 5 1
4T 1 3

2 4 )

AT—B+A:13+22:35.
2 4 5 1 75



2.1.5 Nasobeni matic

Formalni definice:

Necht A = (a;;) je matice typu m x n, B = (bke) je matice typu n x p. Polozme

n
Cig = E @by
=1

proi=1,....mat=1,...,p.

Matice C' = (¢i0) typu m X p se nazyva soucinem matice A s matici B, tj. C = AB.

Co to znamena lidsky?

Néasobit umime jen takové dvé matice, pro které plati, ze prvni matice ma tolik sloupcu jako druh&
matice radku.

(1,7)-ty prvek soucinu ziskame tak, ze “vyndsobime” i-ty tddek prvni matice j-tym sloupcem druhé

matice.

15



Priklad:

Vypocitejte AB a BA A 01 B o0
ocitejte a ro A= , B = .
P ! P 2 3 789

- 0 1 4 5 6 0-44+1-7 0-54+1-8 0-64+1-9 7 8 9
Reseni: AB = = = 7

2 3 7 89 2:44+3-7 2-5+3-8 2:6+3-9 29 34 39
BA NELZE, B je typu 2 x 3, A je typu 2 x 2, 3 # 2.

16



Priklad:

ypoclitejte a ro s .

Pozorovani: Ctvercové matice stejného typu lze bez problému nasobit, dostaneme zase matici stejného

typu.
V nasem pripadé budou oba souciny typu 2 x 2.

ResSeni:

ST
o))

Pozorovani: AB # BA, nasobeni nekomutuje.

17



Priklad:
2

Vypocitejte AB a BA pro A = ( -1 1 2 ) (typulx3), B=| 0 | (typu3 x1).

Pozorovani: AB bude typu 1 x 1, cili vlastné “cislo”
BA bude typu 3 x 3.

Reseni:
2
AB:(—l | 2) 0 :—1-2+1-0+2-3:<4>
3
2 2 2 4
BA=| 0o (-112): 0 00
3 336

18



Obecné neplati AB = BA.
Videli jsme, ze jeden ze sou¢ini muze existovat a druhy nemusi a i kdyz oba souciny (obé strany

rovnosti) existuji, rovnost nastane spise vyjimecné.

Priklad:
1 2 01\ (25
0 4 12/ \438
0 1 L 2) (0 4
1 2 04/ \110
Nésobeni je jesté podivnéjsi, existuji nenulové matice, jejichz soucin je nulova matice
01 Loy (00
oo)\oo) \oo
10 01y (01
oo)\oo) \oo

19
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Definice: (Ctvercové) matice A, B se nazyvaji zaménitelné, jestlize plati AB = BA.

Meéjme ¢isla ¢, d a matice A, B, C. Potom (pokud maji vyrazy smysl) plati:

A(BC)=(AB)C  (A+ B)C = AC+ BC

AE=EA=A  C(A+B)=CA+CB

AO=0A=0 (dA)B = A(dB) = d(AB) (¢islo muzeme vytknout)
(AB)T = BT AT A je ¢tvercovd, potom A + AT je symetricka.

Specialni piipad:

A budiz ¢tvercova matice

A? = AA (maticove, nikoliv kazdy prvek),
A3 = AAA

Plati: Kazdou ¢tvercovou matici A Ize rozlozit na soucet symetrické A, a antisymetrické A,, matice
A= As + Aa57

kde

Ay= = (A+AT), Ay==(A—AT).

(NN
DO | —

20



3 Aritmetické vektorové prostory

Budeme uvazovat realné vektory, tj. budeme se pohybovat v R™.

Vektorem budeme rozumét uspordadanou n-tici redlnych ¢isel v = (ay, aq, . .., ay,).

Pevné zvolené ¢islo n budeme nazyvat dimenzi (=rozmérem).

Priklad: n = 2; vektory v R? jsou uspotradané dvojice ¢isel v = (ay, as). To odpovidd predstavé vektori
v roviné ze stiedni skoly.

Piiklad: v; = (1,3), va = (—2,1)

[obrazek]

Na vektorech definujeme operace sc¢itdni a vyndsobenim skaldrem (=é¢islem) po slozkach. Tedy pro

vektory u = (ay,ay...,a,), v= (b, by...,b,) mame operace:
u—l—v = (al,ag...,an) + (bl,bg...,bn) = (CLl +b1,a2+b2...,an—|—bn)
ru=r-(a,ay...,a,) = (raj,ras...,ra,) pro realné cislo r.

21



Plati:

Operace scitani splnuje nasledujici vlastnosti:

(1) (u+v) +w=u+ (v+ w) pro libovolné vektory u, v, w € R,

(2) u+ v = v+ u pro libovolné vektory u,v € R™,

(3) Existuje prvek o takovy, ze u + o = u pro vSechny vektory u.
Rikédme mu nulovy vektor o = (0,0, ...,0).

(4) Pro vsechny vektory v existuje vektor —v takovy, ze v + (—v) = o.

Jedna se o vektor opacny k vektoru v = (aq, as, ..., a,), ktery je tvaru —v = (—ay, —ao, . . .

Ziejme plati:

v+0=(v1,v2,...,0,) +(0,0,...,0) = (v1 + 0,09+ 0, ..., 0, +0) = (v1,v2,...,0,) =0
v+ (—v) = (v, 09, ..., v) + (=01, =Va, ..., —Uy) = (V1 — V1, V3 — U2y ..., 0, —U,) = (0,0...
Operace s¢itani a vynasobeni skalarem splinuji nésledujici vlastnosti:

(5) r(u+ v) = ru+ rv pro vsechny vektory u, v a skalar r,

(6

)
(7) 7+ (s-u) = (rs) - u pro vsechny vektory u a skalary r, s,
)1

(8

Kterykoliv dalsi fakt o vektorech uz lze odvodit z téchto 8 axiomn.

(r + s)u = ru+ su pro vsechny vektory u a skalary r, s,

-v = v pro libovolny vektor v.

22



Priklad:

Operace s vektory v R? a jejich vlastnosti:

v = (1,3), v = (—2,1)

Opacné vektory —v; = (=1, =3), —vy = (2, —1),
v +vy = (1,3)+ (—2,1) = (—1,4),

2uy = 2(—2,1) = (—4,2)

[obrazek]

23



Definice: Mnozinu vsech vektoru v R™ spolu s operacemi s¢iténi a vynasobeni (redlnym) skalarem, které
splnuji vlastnosti (1)—(8), budeme nazyvat (redlnym) n-rozmérnym aritmetickym vektorovgm prostorem
V.

Cislo n je tzv. dimenze prostoru.

Priklad:

R? s “grafickymi operacemi” je dvojrozmérny aritmeticky vektorovy prostor.

Odted pro nés slovo “vektor” bude znamenat “prvek aritmetického vektorového prostoru”.

Definice: Vektor v = ryv; +1rva+. ..+ 10, € V,, se nazyva linedrni kombinace vektoru vy, ..., v, € V,
s koeficienty r1,...,7r, € R.

Priklad: v R? m&jme vy = (1,3), vy = (3,—1), v3 = (0, 7).

v = (—2,18) je linedrn{ kombinaci vektoru vy, ve, v3, nebot

1-(1,3)+(=1)-(3,-1)+2-(0,7) = (1,3) — (3, —1) + (0, 14) = (-2, 18),

koeficienty pritom jsou 1, —1, 2.

24



Definice: Vektory vy, ..., v, (koneéné mnoho) se nazyvaji linedrné zavislé, jestlize existuji koeficienty

ri,...,7k, z nichz alespon jeden je nenulovy, tak, ze
711 + ToUs + ... + v = 0 (nulovy vektor)

V opaéném piipadé nazyvame vektory linedrné nezdvislé.

Poznamka: To znamend, Ze vektory jsou linearné nezavislé, jestlize vyse uvedend rovnost plati pouze

pror; =ry = ... =1, = 0 (nulovy vektor z nich nakombinujeme pouze trividlni (=nulovou) kombinaci).

25



Priklad: (v R*): Rozhodnéte, zda vektory u,v,w jsou linedrné zavislé nebo nezavislé.
u=1(2,1,0,3),v=(-1,1,1,2), w = (1,0, —4, 1).

Zkoumame linearni kombinaci:

a(2,1,0,3) +b(—1,1,1,2) + ¢(1,0,—4,1) = (0,0,0,0).

Operace scitani funguje po slozkach, dostavame soustavu rovnic

20 =b +c¢ = 0
a +b 0

b —4c = 0
3a +2b 4¢c = 0

Zajima nas, jaka jsou feseni této soustavy—zda je jen nulové feseni nebo zda existuji i nenulova feseni.

Soustavu vyfesime napiiklad dosazovanim

—-2b —b +c¢ =0 -3 +¢ = 0

a=—b = b —4c¢ = 0 = b —4c = 0 = a=b=c=0.
-3b +2b +¢ = 0 b 4+c¢ =0

Soustava ma pouze nulové feseni = jediné mozné hledané koeficienty jsou samé nuly =

zadané vektory jsou linearné nezavislé.

26



Priklad: (v R3): Rozhodnéte, zda vektory u,v,w jsou linedrné zavislé nebo nezavislé.
u=(1,1,0), v =(0,1,2), w = (2,3,2).

Zkoumame linearni kombinaci:

a(1,1,0) 4+ 6(0,1,2) + ¢(2,3,2) = (0,0,0),

kterd vede na soustavu rovnic

a +2¢ = 0 a = —2c a = —2c
a +b +3¢ = 0 = —2¢ +b +3¢ = 0 = b +¢c =0
2b +2¢ = 0 2b +2¢ = 0 b +c =0

Soustava ma nekone¢né mnoho feseni feseni tvaru (—2¢, —t,t) pro libovolné realné ¢islo t.
Vezméme napiiklad ¢ = 1, tedy feseni (—2, —1, 1) nasi soustavy. Dostdvame
—2(1,1,0) — 1(0,1,2) + 1(2,3,2) = (-=2,-2,0)+(0,—-1,-2)+(2,3,2) = (0,0,0),

zadané vektory jsou linearné zavislé.

27



Poznamky:

1. Vsimnéte si, ze k vyfeseni problému linearni (ne)zavislosti vektori musime vyftesit soustavu rovnic
a zatim k tomu nemame efektivni metody; v budoucnu se k tomu vratime, az budeme efektivni

metody znat.

2. Ve druhém piipadé jsme meéli linedrné zavislé vektory u = (1,1,0), v = (0,1,2), w = (2,3,2).
Vsimneéte si, ze v tomto pripadé umime napsat jeden z nich jako linedrni kombinaci ostatnich.

Mdéme
2(1,1,0) + 1(0,1,2) = (2, 3,2).

V pripadé linedrné nezavislych vektoru toto neudélame (zkuste si to pro nas prvni priklad).

28



Véta:

1. Pro k > 2 (tj. mdme alespon dva vektory) jsou vektory vy,..., vy linedrné zavislé prave tehdy,

kdyz existuje index ¢ tak, ze vektor v; je linedarni kombinaci vektoru vy, ..., v; 1, Vg1, - - ., Uk
2. Pro k =1 je vektor vy linearné zavisly, pravé kdyz v; = o.

Dukaz: [jen pro pokrocilé] [
Disledek:

1. Je-li néktery z vektoru vy, ..., v nulovy vektor, pak jsou vektory linearné zavislé.

2. Existuji-li ruznd piirozena cisla ¢, j tak, Ze v; = vj;, pak jsou vektory linedrné zavislé.

29



4 Baze VP

Definice: Soustava vektoru (u,v,...,w) z aritmetického vektorového prostoru se nazyva bdze, jestlize
1. je linedrné nezavisla
2. kazdy vektor z aritmetického vektorového prostoru lze napsat jako jejich linedrni kombinace.

Piiklad: V R? rozhodnéte, zda se jednd o bazi:

((1,0), (0, 1)).
[obrazek]

Oveérime podminky v definici.

1. Jsou linearné nezavislé, protoze mame
a(1,0) +b(0,1) = (0,0) a tedy

1-a4+0-6=0
0-a+1-b=0

a=b=0.

2. Kazdy vektor (p, q) napiseme jako (p,q) = p(1,0) + ¢(0,1).
Je to tedy baze.
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Priklad: V R? rozhodnéte, zda se jednd o bézi: ((1,1), (1,—1)).

Ovérime podminky v definici.

e Jsou linedrné nezavislé, protoze mame
a(1,1) +b(1,—1) = (0,0) a tedy

a+b=0
a—b=0

= a=b=0.

e Chceme vektor (p, q) napsat jako kombinaci vektoru (1,1), (1, —1).
Hledejme koeficienty této linearni kombinace.

a(1,1) +b(1,—1) = (p,q) a tedy

a dvéma parametry p,q (p a ¢ zde vystupuji jako dvé libovolna redlnd cisla).

a+b=np Zde tesime soustavu 2 rovnic se dvéma neznamymi a, b
a—b=q

7, druhé rovnice dostaneme a = ¢ + b a dosadime do prvni rovnice:

g+b+b = p
2b = p—q
b = 24

2

2
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P—q_29+tp—q_p+tgq
2 2 2
Toto funguje pro libovolnd p, g, tj. pro libovolny vektor (p, ¢) najdeme vhodné koefienty.

Po dosazeni do a = ¢ + b a dostaneme a = ¢ +

Napfiiklad vektor (p,q) = (3,7) mé koeficienty
a_p+q_3+7 p—q 3-7

_ = — _— = —2
2 2 5 b 2 2
a plati 5(1,1) — 2(1,—1) = (3,7) . [obrazek]
Celkové (p, q) = 1%(1, -+,

Je to tedy baze.
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Priklad: V R? rozhodnéte, zda se jednd o bézi: ((1,0), (0,1),(1,1)).
[obrazek]

Oveérime podminky v definici.

e Jsou linedrné zavislé, protoze napiiklad vektor (1,1) lze napsat jako kombinaci vektoru (1,0) a
(0,1). Ztejme
(1,1) =1-(1,0)+1-(0,1)

Neni to baze.
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Priklad: V R? rozhodnéte, zda se jednd o bézi: ((1,1)).

Ovérime podminky v definici.
e Je linearné nezavisly, protoze je to jeden vektor a je nenulovy.

e Existuji vektory, které nelze napsat jako linedrni kombinaci (v tomto piipadé ndsobek) tohoto

vektoru. Napriklad neexistuje a takové, aby a(1,1) = (2,3)

Neni to baze.

Postrehy:

e Béze vektorového prostoru (V.P.) je co moznd nejmensi mnozina vektoru takovd, ze kazdy prvek

V.P. pomoci ni popiseme (vyrobime, nakombinujeme).

V teorii V.P. to znamend, ze misto prace s celym V.P. staci pracovat jen s touto malou mnozinou.
e Béze prostoru R? mély stejny pocet prvki, a to 2. Jeden vektor bylo malo, t¥i bylo zbyteéné moc.

e Bézi muze byt nékolik (viz prvni dva priklady). Najdete jesté néjakou?
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Plati:

o Kazdy n-rozmérny aritmeticky V.P. ma néjakou bazi. Vezméme napiiklad tzv. standardni bazi
(kanonickou bézi):

3
€1 = (1,0,,0)

es = (0,1,...,0
? ) ( ) n vektoru, kazdy obsahuje praveé jednu 1 a vSude jinde nulu.

e, =(0,...,0,1)

Systém (eq, eq, ..., e,) je ziejmé linedrné nezavisly a kazdy vektor je vhodnou linedrni kombinaci

/

téchto vektoru.

e Kazda baze n-dimenzionalniho aritmetického V.P. méa pravé n prvku.
POZOR, to neznamena, ze kazda n-tice vektoru je baze !

I tak existuje “hodné” bazi jednoho V.P.

Poznamka: Dimenze V.P. se v obecné teorii definuje jako pocet prvku baze.

35



Véta: (Shrnuti)
1. Kazdé dvé baze jednoho V.P. maji stejny pocet prvk.
2. Kazdou linearné nezavislou mnozinu vektoru lze doplnit do baze.
3. Baze jsou pravé maximalni linedarné nezavislé mnoziny vektoru.
4. [pro pokro&ilé| Béze jsou pravé minimalni mnoziny generdtoru.

Plati:
7 kazdé “dostatecné velké mnoziny vektoru” lze vybrat bazi. “Dostatecné velkd mnozina vektorua” =
kazdy vektor aritmetického V.P. lze napsat jako linedrni kombinaci vektoru z této mnoziny (mnozina

generujic).
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Véta: (pro pokrocilé) Systém vektoru tvoii bazi n-dimenziondlniho aritmetického V.P. praveé tehdy,
kdyz kazdy vektor V.P. lze napsat jako linedarni kombinaci jednoznacneé.

Priklad: V R? mdme bdzi ((1,0), (0,1)) a napiiklad vektor (3, 7) lze zapsat jako 3(1,0) + 7(0, 1), nejde
to s jinymi koeficienty.

Priklad: Vezméme v R? systém ((1,0), (0,1),(1,1)), ktery nenf bazi. Vektor (3,7) umime napsat jako
kombinaci 3(1,0) 4+ 7(0,1) + 0(1, 1) ale také jako (3,7) = 2(1,0) +6(0,1) + 1(1,1) a takovych moznosti
je hodneé.

Priklady budou pozdéji. Az budeme umeét lépe pocitat s maticemi, ukazeme si algoritmy na feseni vyse

zminénych otazek.
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5 Hodnost matice

Bud A = (a;;) redlnd matice typu m x n. Pak radky matice jsou vlastné vektory a nds zajima, jak je
to s jejich linearni zavislosti a nezavislosti.

Definice: Hodnost matice h(A) je maximalni pocet jejich linedrné nezavislych radku.

Poznamka: Hodnost matice je nulova, pravé kdyz matice je nulova.

Hodnost nenulové matice je ptirozené (nenulové) éislo.
Plati: Pro matice A typu m x n je h(A) < min{m,n}.

Véta:
e Hodnost matice je rovna maximalnimu poc¢tu jejich linedarné nezavislych sloupcu.
e Pro matici A plati h(A) = h(AT).

Pii samotném hledani hodnosti matice si muzeme vybrat, co je snazsi zkoumat (fadky nebo sloupce).
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Véta: Necht A je ¢tvercovd matice iddu n. Pak je ekvivalentni:
o h(A)=n
e tadky matice A jsou linedrné nezavislé
e sloupce matice A jsou linearné nezavislé.

Vsimnéte si, ze uz jsme zacali Tesit, jak rozhodovat o nezavislosti vektoru efektivnéjsim zptusobem.

Véta: Necht A je ¢tvercovd matice fadu n. Pak je ekvivalentni:
e h(A) <n
e tadky matice A jsou linearné zavislé

e sloupce matice A jsou linearné zavislé.
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5.1 Vypocet hodnosti matice

Definice: Necht A je (redlnd) matice typu m x n. Pak kazd4 z ndsledujicich uprav se nazyva elementdrni

radkovd uprava matice A:

1. prohozeni libovolnych dvou fadku (= libovolnd zdména poradi radku)
2. vynasobeni libovolného tadku nenulovym redlnym cislem

3. pricteni nasobku jednoho radku k jinému radku.

Plati: Provedeni libovolné elementarni fadkové tpravy nezméni hodnost matice.

Hodnost matice budeme pocitat tak, ze pomoci elementarnich fadkovych tprav matici prevedeme do

tvaru, ze kterého uz hodnost bude vidét.
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Definice: Necht A je (redlnd) matice typu m X n. Rekneme, ze matice A je ve schodovitém tvaru,

jestlize
e kazdy nenulovy radek je nad kazdym nulovym

e prvni nenulové ¢islo ve vyssim tadku je na pozici vice vlevo.

Priklad:
1 2 3 4
0 5 3 —4
je ve schodovitém tvaru
0 00
000 O
01 1 1 2 0 3
00 3|, 03 4 7 nejsou ve schodovitém tvaru.
0 0 3 39 -5 8

Musime mit schody, kterymi odfizneme nuly od nenulovych cisel.

V kazdém nenulovém tadku je jeden schod.
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Jak pocitat hodnost matice?

Véta: Kazdou matici lze koneénym poctem elementarnich radkovych uprav prevézt na schodovity tvar.

Veéta: Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radki.
0o 1 1 0 1 1

12 0 0 -1 =2

-11 3 0 0 -4

21 -3 0 -1 2
chceme nenulové ¢islo na pozici (1, 1) a nuly do zbytku prvniho sloupce

Priklad: Urcete hodnost matice A =

1 2 0 0 -1 —2 1 2 0 0 -1 —2
01 1 0 1 1 3. fadek +1. fadek 01 1 0 1 1
11 3 0 0 —4 | |4rtddek +(-2)%1.t4dek| | 0 3 3 0 -1 —6
2 1 30 -1 2 0 -3 30 1 6
1200 -1 —2 1200 -1 -2

3. fadek +(—3)* 2. fadek 0110 1 1 0110 1 1

Tl 4 tadek 43¢ 2.54dek | | 00 0 0 —4 —9 | 00 [—4 —9
0000 —4 —9 00 0 0

kterd uz je ve schodovitém tvaru. Mame 3 nenulové radky a h(A) = 3.
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Jak toto pouzit k zjistovani linearn{ zavislosti a nezavislosti vektoru?

Plati: V n-dimenziondlnim aritmetickém V.P. je kazdy systém (n + 1) ¢i vice vektoru linedrné zavisly.
Dostaneme-li n nebo méné vektoru, utvorime z nich matici a uréime jeji hodnost.

Je-li hodnost matice rovna poctu vektoru, pak jsou tyto linedrné nezavislé, je-li ostte mensi, pak jsou
linearné zavislé.

Mame-li navic rozhodnout, zda se jedna o bazi, musime dostat pravé n vektoru a ovérit jejich nezavislost.

V principu je jedno, jestli vektory piSseme do tadku nebo do sloupcu. V budoucnu budou nekteré

algoritmy vyzadovat zapis do sloupcu.

Priiklad: Rozhodnéte, zda nasledujici vektory jsou linedrné zavislé ¢i nezavislé, pripadné zda tvoii bazi
daného prostoru.
R3, (1,1,-1), (1,3,1), (1,0, —2).

Resent:

111 11 1 11 1
1 30 |[~]lo0o2-1]~]012 -1
11 -2 02 -1 00 0

Hodnost matice je h = 2 < 3, vektory jsou tedy linearné zavislé a nemohou tvorit bazi daného prostoru.
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Piiklad: Rozhodnéte, zda nasledujici vektory jsou linearné zavislé ¢i nezavislé, pripadné zda tvoii bazi
daného prostoru.
R*, (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (1,1,1,1).

Reseni:

111 1 1111 1111 1111
1001 0 -1 —1 0 0 -1 —1 0 0 [-1 -1 0
o101 | o1 o 1| foo 11| o o |-1 ’
00 11 00 1 1 00 1 1 0 0 0 ]2

h = 4, vektory jsou linedrné nezévislé a (protoze jsou 4) tvoif bazi v R*.
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Piiklad: Rozhodnéte, zda nasledujici vektory jsou linearné zavislé ¢i nezavislé, pripadné zda tvoii bazi
daného prostoru.
R* (1,1,0,1), (1,1,-1,0), (0,0,1, —1).

Resent:
1 1
o111 0 . ) . . .,
matici 0 1 nejprve transponujeme, abychom usetfili nékolik kroku vypoctu
1 0 -1
11 0 1 11 0 1 11 0 1
11 -1 0 ~100 -1 -1 |~]00|-1 -1 , h=3
00 1 -1 00 1 -1 00 0 [|-=2

Vektory jsou linearné nezavislé, ale netvoii bazi (je jich na to mélo, baze R* maji 4 prvky).

45



5.2 Algoritmus na vybér baze z mnoziny vektora

Zadani: 7 mnoziny vektoru vyberte bazi n-dimenzionalniho aritmetického V.P., jde-li to.

Je zFejmé, ze na zacatku musime dostat (od nepfitele) n nebo vice vektoru.
1. Zapiseme vektory sloupcové do matice.
2. Prevedeme matici do schodovitého tvaru.
3. Sloupce, ve kterych je schod, urcuji pozici bazovych prvku

4. Vybereme ty vektory ze zaddni na prislusnych pozicich (nikoli ty z upravené matice). Je-li jich n,

mame bazi. Je-li jich méné nez n, bazi nelze vybrat.

Priklad: Z nésledujici mnoziny vektoru vyberte bazi R?: {(1,1,0),(0,1,1),(2,4,2),(1,0,1),(2,1,1)}.

Seni:

1 0 2 1 2 1 0 2 1 2 1 1 2
1 1 4 0 1 ~1 012 —1 -1 ~ 1 0 -1 -1
01 211 01 2 1 1 00 0 |2 2

0 2
1 2

Schody na pozicich 1,2, 4.
Bézi tvori prvky {(1,1,0), (0,1,1),(1,0,1)}.
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Priklad: Z nésledujici mnoziny vektoru vyberte bazi R3: {(1,1,1),(1,0,0),(0,1,1),(2,1,1)}.

ReSeni:

1 10 2 1 1 0 2 1 1 0 2
1011 |~10-11-11]~]10]-11 -1
1 011 0 -1 1 —-1 0 0 0 0

Nelze vybrat bazi.
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5.3 Algoritmus na doplnéni linearné nezavislé mnoziny do baze
Zadani: Doplite mnozinu linearné nezavislych vektoru do baze n-dimenzionalniho aritmetického V.P.
1. Zapiseme vektory sloupcové do matice.
2. Pripiseme standardni (kanonickou) bazi do sloupcu.
3. Prevedeme matici do schodovitého tvaru.
4. Sloupce, ve kterych je schod, urc¢uji bazové prvky.

Poznamka: Schod musi byt na kazdé pozici, kde je vektor z puvodni mnoziny, jinak je mnozina linearné

zavisla a nejde doplnit do baze.

Piiklad: Doplite do béze mnozinu vektoru {(1,1,1),(2,1,1)}.

Resent:
1 21100 1 211 00 1 2 1 0 0
1101 0|~]0<1l-110]|~]0 |—1/—-1 1 0
1 110 0 1 0 —1|-1 0 1 0 O 0 |—-11

Schody na pozicich 1,2, 4.
Bézi tvori prvky {(1,1,1),(2,1,1),(0,1,0)}.
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Piiklad: Doplite do béze mnozinu vektora {(1,1,1,0),(0,1,1,1),(1,2,2,1)}.

ResSenti:

101]1 000 1o1]1 000 1o 1]1 0 00
112/0100 01 1|1 100 011 1 00
1120010 |ot11l=1to10]| |oo0oo0lo =110
01 1/000 1 011/0 001 000/ 1 101

Leva polovina vysledné schodovité matice neobsahuje 3 schody

—~

pouze 2), je linedrné zavisld, tudiz

zadanou mnozinu vektoru nelze doplnit do béze.
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6 Soustavy linearnich rovnic

Soustava rovnic tvaru

a1 + aprs + ... + apr, = b
a1 + ATy + ... + agT, = by
Am1T1 + Qa2 + ...+ AppTn = bm

se nazyva soustava m linedrnich rovnic o n neznamych. Zde a;;, b; jsou realna cisla.

Regenim soustavy je n-tice (t1,...,t,) redlnych ¢isel takovd, ze po dosazeni t; za x; (i = 1,...,n)
vSechny rovnice prejdou na identity.

Poznamka: (terminologie): Cislo a;; se nazyvé koeficient (v i-té rovnici u j-té nezndmé) a ¢islo b; se

nazyva absolutni clen i-té rovnice.

ay; ... QAip
Matice A = : se nazyva matice soustavy.
am1 --- Amn
ay; ... QAip b1
Matice A = : se nazyva rozsirend matice soustavy.
am1 --- Amn bm
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by T
Oznacime-li b = : axr= : vektor absolutnich clenu a vektor feSeni, lze soustavu zapsat

b T,
pomoci maticového nasobeni zkracené jako Ax = b. (Zkuste si to vynasobit.)

Definice: Soustava je 7esitelnd (neresitelnd), pokud existuje aspon jedno (neexistuje zadné) jeji reseni.
Soustava se nazyva urcend (nedourcend), je-li fesitelnd a mé jedno (vice nez jedno) fesend.

Dveé soustavy se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji stejné mnoziny reseni.

Uvédomme si, ze Fesit soustavu linearnich rovnic znamend bud’ najit vSechna jeji feseni nebo zjistit, ze
je netesitelna.

Pokud jde o pocet Teseni, nastane vzdy pravé jedna z moznosti:
e soustava nemad zadné feseni
e soustava ma jediné feseni

e soustava ma nekoneé¢né mnoho teSeni
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Plati: Kazdéa elementarni radkova tprava rozsitené matice soustavy vede k ekvivalentni soustave, tj.

nasledujici ipravy neméni feseni soustavy:
e prohozeni dvou rovnic (zdména rovnic),
e vynasobeni rovnice nenulovym ¢islem,
e piicteni linedarni kombinace ostatnich rovnic k dané rovnici,
e vypusténi rovnice, ktera je linearni kombinaci ostanich rovnic.

Elementarni sloupcové upravy k ekvivalentnim soustavam nevedou, protoze se michaji proménné mezi

sebou (napiiklad prohozeni dvou sloupcu mé za nasledek prejmenovani proménnych).
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7 Gaussova eliminac¢ni metoda

1. Ekvivalentnimi fadkovymi tpravami prevedeme rozsifenou matici soustavy A do schodovitého tvaru.
2. Ziskame ekvivalentni soustavu, kterou snadno doresime postupnym dosazovanim zdola.

(V podstaté je to vlastné séitaci metoda, kterou jste se ucili tesit soustavy 2 linedrnich rovnic o 2
neznamych ale systematickda a pro obecné soustavy. T.j. neni to dosazovaci metoda, ktera byla na
stfedni skole mozné castéjsi.)

Ptitom mohou nastat 3 rozdilné pripady:

1. V ziskaném schodovitém tvaru je v poslednim nenulovém fadku jediny nenulovy prvek a to v

poslednim sloupci rozsitené matice (absolutni ¢leny). Soustava potom nemd fesend.

Posledni nenulovy tadek ma tvar Ox; + 0zs + ...+ Ox,, =1 # 0.

0 % ... ... %%
* | %
0
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2. Ve fazi zpétného dosazovani je v prave diskutovaném tadku pravé jedna dosud nevypoctend hod-

nota proménné. Vypocet pokracuje jejim vypoctenim.

0 & i

prvky I zname a odpovidajici nezndmou & dopocitdme

3. Ve fazi zpétného dosazovani je v pravé diskutovaném radku vice nez jedna dosud nevypoctena hod-

nota proménné. Prvni (nenulovou) z nich zvolime jako “nezndmou” a ostatni prohldsime za volné

proménné. Ty chapeme jako parametry a zbyvajici vypocteme v zavislosti na téchto parametrech.

0

0 & & 1

!

prvky I zndme,
odpovidajici neznamé <) zvolime jako parametry,

prvek & £ 0, odpovidajici nezndmou dopocitdame
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Piiklad: Reste soustavu pomoci GEM.

209 + 2x3 4+ 2x4 — 4dxs = b

1 + T 4+ x3 + w4 — 2x5 3
—ry — X3 — x3 + x4 + 2x5 0
—2x1 + 3z9 + 3x3 — bx; = 2

Reseni: GEM: pomoci elementarnich transformaci prevedeme matici soustavy do schodovitého tvaru.

0 2 2 2 —4|5
11 11 —=2|3 , )
~ |prohodime tadky 1 a 2| ~
-1 -1 -1 1 210
-2 3 30 —6]2
1 11 =213 (3.i)+ (1E)
I)+ (L1
0 2 2 2 —4|5
~ ~ | (4.5)+ 2%(1.5.) ~
-1 -1 -1 1 210 lwit 100ds]
vynuluji 1.podsloupec
-2 3 30 —6]2 Y P P
1111 -2/3
0222 —4|5
~ ~ | 1y2rer) | ~
000 2 03
055 2 —10|8
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1111 =23

N 0111 =2 % (-5)*(2.7.) N
00 0 2 03 vynuluy 2. a 3. podsloupce
055 2 —10]8
111 1 -2 3

o1 -2 2 (4.5)+ (3/2)*(3.i)
o000 2 0 3 vynuluji 4. podsloupec
000 -3 —2
1 11 1 =23
011 1 —2(3
0 0012 0]3
0 00 0 010

Dostali jsme soustavu (za schodovitym maticovym zépisem vidime tuto soustavu)

r1 + x9 + w13 + w14 — 225 = 3
T + T3 + Ty — 2[E5 = %
21’4 = 3

ktera ma stejné reseni jako soustava puvodni.
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1 11 1 =23 5 3
— r1 + x + w3 + x4y — 25 =
011 1 —2 g 1 2 3 4 ; 5 i
To + x3 + T4 — 2x5 = 3
00012 03 ? ’ ! 2
I 2$4 — 3
0 00 0 00

Kde neni pivot (vedouci prvek), tam je parametr (v tomto piipadé sloupec 3 a 5).

Jdeme od konce

ill'5—t,
204 = 3 = 1'4—%
I3 = s,

(172+3—|—%—2t:% = To =1 — 5+ 2t,
T +1l—s4+24+s+2-20=3 =  11=73.

)

: : 0 0
1—s+2t 1 -1 2
Reseni: S , s, teR = 0| +s 1 |+t 0|, steR
3 3
5 5 0 0
t [\ 0 0 1

\ J /
Obecné teseni systému linedrnich rovnic je souctem néjakého partikuldarniho feseni tohoto systému a

obecného teseni prislusného homogenizovaného systému.
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Véta: (Frobeniova)
Soustava linedrnich rovnic ma feseni pravé kdyz je hodnost matice soustavy rovna hodnosti rozsitené

matice soustavy.

Véta: Soustava Az = b, kde A je matice typu m X n, je nedourcend pravé kdyz je fesitelna a pocet

neznamych je vétsi nez h(A) a je uréend pravé kdyz je fesitelnd a pocet neznamych je roven h(A).
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7.1 Homogenni soustavy

Definice: Soustava linearnich rovnic se nazyva homogenni, jestlize b = 0, tj. vektor absolutnich ¢lenu
je nulovy.

Jestlize b # 0, pak se soustava nazyva nehomogenni.

Plati: Kazda homogenni soustava Ax = 0 ma vzdy nulové feseni x = 0.
Ziejmeé pro homogenni rovnici staéi pracovat s matici soustavy (misto rozsitené matice soustavy), protoze

pravy sloupec rozsifené matice zustane vzdy nulovy.

Véta: Méjme homogenni soustavu Az = 0, A typu m x n. Pak:
1. Soustava mé pouze nulové feseni <= h(A) = n.

2. Soustava ma také nenulové feseni <= h(A) < n.
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Veéta: Méjme soustavu linearnich rovnic Ax = b. Pak:

1. Soucet libovolného feseni soustavy Az = b a libovolného teseni soustavy Ax = 0 (tzv. soustavy

zhomogenizované) je feSenim soustavy Az = b.
2. Rozdil dvou libovolnych teseni soustavy Az = b je fesenim soustavy Ax = 0.

3. Obecné teseni systému linearnich rovnic je sou¢tem néjakého partikularniho feseni tohoto systému

a obecného teseni prislusného homogenizovaného systému.

Dikaz:
1. Necht ¢ je fesenim Ax = b, d je fesenim Az = 0. Potom A(c+d) = Ac+ Ad=b+ 0 =b.

2. Necht ¢, d jsou fesenim Az = b. Potom e = ¢ — d je feSenim Ax = 0, protoze Ae = A(c —d) =
Ac—Ad=b—-b=0.

Poznamka: Toto funguje u linedrnich rovnic obecné (napiiklad u linedrnich diferencidlnich rovnic).
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8 Determinanty

8.1 Permutace

Méjme mnozinu X = {1,2,...,n}. Bijektivni (na-prosté) zobrazeni ¢ mnoziny X na sebe, tj. o : X —
X, se nazyva permutace mnoziny X.

Zapisujeme ve formé tabulky (prvni rddek vzestupné):

prvni fadek vzestupné

U:<1 2 3 ... n-1 n)
o(1) o(2) o3) ... o(n—1) o(n)

Na permutace muzeme nahlizet jako na presklddani poradi n-tice (1,2,3,...,n).

druhy radek = preskladané potradi

Takovychto preskladani je prave n!

(Na rozdil od kombinatorickych zjistovani poctu piesklddani budeme potiebovat i samotnd preskladani).
Mnozinu vSech permutaci budeme znacit >,,.

Dvojice prvku 4,5 € X = {1,2,...,n} tvoii inverzi v permutaci o, je-li i < j a o(i) > o(j).

Parita permutace o je ¢islo sgn (o) = (_1>poéet inverzi,

Tedy:
Suda permutace ... sudy pocet inverzi,
Licha permutace ... lichy pocet inverzi.
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Piiklad: Napiste vsechny permutace trojprvkové mnoziny, urcete jejich paritu.

Reseni: Mame mnozinu X = {1,2, 3}, permutaci je 3! = 6.

1 2

o1 =
1 2
1 2

09 —
1 3
1 2

Oq =
21
1 2

04 =
3 2
1 2

05 =
3 1
1 2

Og —
2 3

3
3

N W

—_ W NN W =W W W

N— "~~~

>, 74dnd inverze, sgn(oy) = (—1)°=1, sudi,

jedna inverze

jedna inverze

tT1 inverze

dveé inverze

dvé inverze

2<3
3> 2
1<2
2>1

1<2
3>1
1<3
2>1

Y

Y

1<3
3> 2
2<3
3>1

1<2 1<3 2<3
3>2 3>1 2>1
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sgn (o9) = (—1)' = =1, lich4,
sgn (o3) = (—1)' = —1, licha,
, sgn (o) =(=1)>=—1, lich4,
, sen(os) = (=1)>=1, suda,
, sgn(og) =(—-1)*=1, sud4.



8.2 Determinanty

Definice: Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice fddu n. Determinantem matice A je ¢islo det A = |A|

definované vztahem

Al = 5gn(0)a1e(1)0200) * * An.am)

oEY,

Scitame pres vSechny permutace n-prvkové mnoziny.

Vybirdme prvky z matice tak, ze z 1. fadku vybereme o (1)-ni prvek, z 2. fadku vybereme o(2)-hy prvek,
atd., a ndsobime mezi sebou. Z kazdého tadku a kazdého sloupce musime vybrat praveé jeden prvek. To,
ze to deldame pres vSechny permutace, znamend, ze prvky vybirdme vSemy moznymi zpusoby (a souciny

navzajem scitdme nebo odecitdme).
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Priklad: Urcete z definice determinant obecné matice 3 x 3.

11 a2 Q13
A= (21 Q22 (23

a3y azz G33

Budeme mit 6 permutaci, ¢ili 6 séitancu.

. . . . Y Y Y Y
(-] . . S| . | |t ] s
& Y T Y & . . N T [ )

‘A’ = (11022033 — (11023032 — (12021033 — (13022031 + a13a21032 + a12a23a3; .

Takto to nejde pocitat, ukdzeme si nékteré metody vypoctu determinantu matic.
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8.3 Metody vypoctu determinanta

Determinant matice radu 2 ziskdme tzv. kriZovym pravidlem.
ai; a2 \ pf'léftéﬂf
= A11022 — A12021
(21 Q22 /~ odecitani

Determinant matice tadu 3 ziskame tzv. Sdrusovym pravidlem.
aix G2 013
(21 Q22 Q23 | = (11022033 + Q21032013 + 431012023
az1 a3z 0agg — Q13022031 — 23432411 — A330Q12021
aix G2 013

Q21 A22 (23

Jednd se vlastné o vypocet z definice, ale prehledné.
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Priklad: Urcete determinant matice

~N b~ =
co Ot N
© o W

Re

sen

1 2 3

4 56| =1-5-9+4-8:3+7-2-6-3-5-7T—-6-8-1-9-2-4
78 9| =45+96+84—-105—-48—-72=0.

1 2 3

4 5 6

Podobné kiizové metody nefunguji pro matice radu 4 a vice.

Musime pouzit jiné postupy.

Dnesni tabulkové procesory maji zabudované funkce na vypocet determinantu

OpenCalc podle https://wiki.openoffice.org/wiki/Documentation/How_Tos/Calc: MDETERM function
MDETERM(pole) ¢ili napriklad =MDETERM(A1:B2)

v Excelu je to podle http://office.microsoft.com/cs-cz/excel-help/determinant-HP005209172.aspx
pro zménu zasejc DETERMINANT (pole) cili napiiklad =DETERMINANT (A2:D5)
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Véta: Bud A matice fadu n. Plati:

1. |A] = |AT].

2. Je-li v matici A nulovy tadek, pak |A| = 0.

3. Jestlize B vznikla z A vymeénou (libovolnych) dvou fadku, pak |B| = —|A|.

4. Jestlize B vznikla z A vynasobenim tadku ¢islem a, pak |B| = a|A].

5. Determinant |A| se nezméni, pfi¢teme-li k libovolnému fadku linedrni kombinaci ostatnich fadki.
Poznamka: (1) 1k, ze (2)—(5) plati i pro sloupce.
Véta: Determinant matice A v trojuhelnikovém tvaru je roven souc¢inu prvku na diagondle, tj.

|A| = a1a2s . . . Gpy.

(Jedind nenulovd permutace je pravé diagondla, ostatni zasahuji jak do horniho tak do dolniho (nu-

lového) trojihelniku.)

Ptedchozi véty poskytuji efektivni metodu pro vypocet determinantu libovolného tadu.
Pomoci elementarnich uprav prevedeme matici do schodovitého tvaru a hlidame si ty upravy, které méni

hodnotu determinantu (ta se snadno sleduje).
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Priklad:

3 2 1 -2
3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
1 0 3
B 0 -5 —7
o1 4
0 -2 10
10 1
o1 o4 2
] 00 13 -13
00 18 -3
=13 (-1

= |prohodime fadek 1. a 4.] = —

=13

0
1
0
0

3
4
1
18

= |prohodime fadek 2. a 3.| =

1
-2
—1
-3

1-1-15) = 13- (=15) = —195.

-1 0
-3 =5
2 1
3 =2
-1 0
0 1
0 -5
0 -2

(4. fadek) —18* (3. Fadek)
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—2

2 0
—4
1 -2
3 1
4 =2
-7 =3
10 1

(2. tadek) —3* (1.
(3. tadek) +2* (1.
(4. tadek) +3* (1.

(3. radek) +
(4. radek) +
-1 0 3
1 4

=13
01
0 0

—2
—1

Fadek)
Fédek)
Fédek)

5% (2. tadek)
2% (2. tadek)

1

15




Definice: Necht A = (a;;) je matice typum xnal<ip <...<ixp<m,1<j <...<j, <njsou

pevné zvolena prirozend cisla. Pak matice

Wiy 5y Qiygo -+ - Qi
M = : typu k x ¢
Qiggi - Aiggo -+ Qiggy
nazyvame submatici matice A urcenou tadky iy,..., 1, a sloupci ji, ..., je.

Zbyvajicimi (m — k) tadky a (n—¢) sloupci je uréena matice M* typu (m —k) x (n—{), kterd se nazyva

doplrikovd submatice k M v A.

Pro k = ¢ je definovan determinant |M|, ktery nazyvame minor fadu k matice A.

Je-li m = n, pak pro k = ¢ je i M* ¢tvercova matice a |M*| se nazyva doplnék minoru |M| (nebo

dopliikovy minor k submatici M) v A.
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Priklad: Pro A =

2 3 4 )
78 9 10
-2 -3 -4 =5
-7 =8 -9 10
11 12 13 14

napiste submatici M urcenou radky 2, 3,5 a sloupci

1,4, 5. Napiste dopliikovou submatici M* a urcete minory |M| a |M*|.

Reseni: Matice M je typu 3 x 3 a je tvaru M =

Pak matice M* je typu 2 x 2 a je tvaru M = (

Minory jsou |M| = 50, |M*| = 5.

(Pritom |A| = 0.)

Q91 Q24 Q25 6 9 10
azy azy azg [ =] -1 —4 =5
as1 Q54 0455 0 13 14

12 a3 . 2 3
(g2 A43 -7 -8 '
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Definice: Cislo (—1)i+Fistitt-+ie| M*| se nazyvé algebraicky doplnék k minoru |M].

Poznamka: Ctvercové submatice tvorené prvnimi k fadky a sloupci matice A se nazyvaji hlavni sub-

matice a jejich determinanty hlavnimi minory matice A.

Pro m =n a k = ¢ =1 hovoiime o algebraickém doplnku A;; prvku a;; matice A.
Piiklad: Pro predchozi matici urcete Asy.

Reseni: Vynechdame 3. fadek a 4. sloupec.
1 2 3 )
6 7 8 10
Agy = (—1)3H4 =0.
-6 -7 -8 —10

0 11 12 14
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Minory lze vyuzit pro vypocet determinantu matice libovolného fadu (obzvlasté pro matice s hodné

nulama) nasledovné.

Véta: (Laplaceuv rozvoj) Pro determinant matice A tddu n a libovolny Fadek resp. sloupec plati:

|A| = Z a;;jAij Laplaceuv rozvoj podle i-tého radku.

7=1
|A| = Z a;; Aij Laplaceuv rozvoj podle j-tého sloupce.
i=1

2100
1210 210 110
Piiklad: = |podle 1. fddku| =2 - (-=1)***- |1 2 1 |+1- (=120 2 1
0121 01 o 01
001 2
1 20 1 21
+0- (=)0 1 1|4+0-(=1)" -0 1 2
00 2 0 01
2 11 2 1
:2.(_1)1+1.<2.(_1)1+1.‘ ) _|_1.(_1)1+2, - )+1_(_1)1+2.1,(_1>1+1, .

=2.(2-(4-1)—(2-0)—-(4-1)=2-(2-3—-2)—3=2-4-3=8-3=05.
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Plati obecnéjsi tvrzeni:

Véta: (Laplaceova véta) Necht A je ¢tvercovd matice fadu n a necht je pevné zvoleno k jejich fadku. Pak
|A| je soucet vsech ( " > sou¢inu minoru fadu k, vybranych ze zvolenych radku, s jejich algebraickymi
doplnky. (Jiz nepraktické pro vypocet.)

S vyuzitim této véty lze ukazat

Véta: (Cauchyova véta) Pro A, B ¢tvercové matice fadu n plati |[AB| = |4]| - |B|.

Poznamka: Nic podobného neplati pro soucet matic!! (obecné |A + B| # |A| + |B]) !

Naptiklad |E| =1, |[E+ E| = =4.
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8.4 Uziti determinantu k reSeni soustav linearnich rovnic

Definice: Ctvercové matice A se nazyva requldrni, jestlize |A| # 0.
Je-li |A| =0, pak se matice A nazyva singuldrni.

Véta: (Cramerovo pravidlo) Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych, jejiz matice

soustavy je regularni. Pak soustava m4 jediné feseni (x1,...,z,), pficemz
Al
] |A| ) y Sy 7”7

kde A; je matice vznikld z A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem absolutnich hodnot (tj. sloupcem

pravych stran).

74



Priklad: Cramerovym pravidlem feste soustavu

T+ Ty + a3 6
Ti+r—13 = 0
201 + 29 —x3 = 1
Resent:
11 1
A=111 -1, |A=-14+14+(-2)—-2+1+1=-2,
2 1 —1
6 1 1
Ai=101-11], |Al=-6+0-1-1+6—-0= -2, 9312:—3:1,
11 —1
1 6 1
Av=| 10 =1 |, |A=0+1-12-0+1+6= —4, 9322:—;1:2,
2 1 —1
116
As=| 11 0|, |A43=14+46+0-12—-1-0= —6, x3::—§:3,
2 11

Reden{ je (1,2,3).
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9 Inverzni matice

Motivace:

R, kazdé nenulové realné ¢islo a mé svoji inverzi a=! = % tak, ze a~

Roli jednicky hraje jednotkova matice F. Existuje k dané matici A n&jakd matice A™%, ze A™'A=FE?

L.q = 1. Matice také umime nasobit.

Definice: Bud A ¢tvercova matice fddu n. Pak matice A~! splijici A=A = E, AA™! = E se nazyva
inverzni matice k matici A.

Matice A~! je zfejmé ¢tvercovad matice fadu n.

Poznamka: Inverzni matice muze a nemusi existovat. Matice, ke které existuje inverzni matice, se

nazyva invertibilnyi.

Véta: Bud A ctvercovd matice fddu n. Pak k matici A existuje inverzni matice pravé kdyz A je regularni

(tj. prave kdyz |A| # 0 coz je prave kdyz h(A) = n).

Plati: Budte A, B reguldrni ¢tvercové matice fadu n.
1\ -1 _
(A7) = 4, A7 =
(A" = (AT, (A-B)'=B1.AL

Jak hledat inverzi?
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9.1 Algoritmus pro vypocet inverzni matice

1. Vedle sebe napiseme matici A a jednotkovou matici F. Ziskdme tak matici (A|E) typu n x 2n.
2. Matici (A|E) upravujeme na schodovity tvar pomoci ERU (elementarnich fddkovych tiprav).
3. Pomoci tzv. zpétné eliminace upravime levou polovinu na jednotkovou matici (odspodu a zprava).

4. V pravé poloviné ziskdme inverzni matici A~

(A|E) ~ ...~ (E|A™Y)

5. Vyskytne-li se v prubéhu vypoctu v levé poloviné (na misté puvodni matice A) nulovy radek, pak

inverzni matice neexistuje.
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Priklad:

Najdéte inverzni matici k matici A

ReSenti:

<t ™ —
[
I~ 10
[
e N R )
—
001_
S = & o o
1J~K_u010
— o o
— ™
| SN————
Y
— O O
49\_01
(\

4 M~ 10
e |
e N R T

11_
o —~ o
— N = o o 4

[ _

1Q_u5010

— O O
— o~

| S~————
— O O N
(

— o

e _
—

S IR T RN
o o _
© = 2 4 ¢ s
100_1_
—_ - o o o

_ _

- = 2
_100
—_ AN = N~
(\
2

o
< ™
[
I~ 1 A
[
~ o 0
—
|

(
Il
7
<

Konrola:

o o
o~ O
— O O
~__
I
~
<t ™o -
(.
~ 10 A
I
~ ™ 0
—
|
(
~—
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9.2 Jina metoda vypoctu - pomoci adjungované matice

Definice: Adjungovanou matici k matici A (Ctvercova fadu n) nazyvame matici

A Ao 0 An
o A'12 Agp .. Apg
Ay, Agn oo Ann

(matice algebraickych dopliku a jesté k tomu transponovand).

1
Véta: Necht A je reguldrni matice. Pak A™' = W <A
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Piiklad: Pomoci adjungované matice najdéte A~! k matici A =

Reseni: [A|=1+2+0-1-0-0=2,

1

A= .
|Al
A= | -
A=l
2

A",
10
11
2 0
11
21
11

0 1
11
11
11
10
11

0 1
10
11
2 0
10
2 1
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9.3 Pouziti inverznich matic k reSeni soustav linearnich rovnic
I by
Meéjme soustavu Ax = b, kde A je ¢tvercova matice ftadu n a x = : , b=

'TTL bn
Je-li matice A reguldrni, pak soustava md jediné feseni, které lze ziskat pomoci inverze A~ ndsledovné.

Rovnici Az = b vynasobime zleva matici A~! a dostaneme
A Ar = A7 (vime, ze A™'A = F)

Reseni: © = A~ 1b.
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Piiklad: Reste soustavu

r1 + a9 + 13 = 2
201+ 319 —x3 = —3
r1 — 29+ 623 = 14
Reseni:
1 1 1 2
A=12 3 -1 |, b= -3
1 -1 6 14

Matice A je z prvniho pifkladu na inverzni matici, ¢ili vime A~!

—17 7 4 2
Dostdvame feseni © = A~1h = 13 -5 -3 -3 | =
5 —2 —1 14
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= 13 -5
5 —2

—34 — 21+ 56
26 + 15 — 42
10+6 —14

4
-3
—1



10 Maticové rovnice

Rovnice, ve kterych je neznamou matice, nazyvame maticové rovnice.

Muzeme rozlisit nékolik zékladnich typu maticovych rovnic.
e A+ X = B, kde X je neznamd matice a A, B, X jsou matice stejného typu.
o AX = B, resp. XA = B, kde X je neznama matice a A, X, resp. X, A jsou nasobitelné matice.
e AXB = (C, kde X je neznama matice a A, X, B jsou nasobitelné matice.

Resit maticovou rovnici znamena najit vSechny takové matice, po jejichz dosazeni do rovnice na misto
neznamé dostaneme pravdivy vyrok. Pii feSeni rovnic, které nejsou v zdkladnim tvaru postupujeme
tak, ze je pomoci pravidel pro poc¢itani s maticemi upravime do zédkladniho tvaru a ty pak fesime nize

popsanym zpusobem.

Rovnice typu A + X = B fesime odec¢tenim matice A od obou stran rovnice.
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U ftesSeni rovnic typu AX = B zalezi na tom, je-li matice A regularni. Pokud A je regularni, existuje
inverzni matice A~!. Vyndsobime-li zleva obé strany rovnice touto inverzni matici, pfevedeme tim rovnici

do tvaru A~'AX = A~'B, a dostaneme feseni:

X =A"B.
V pripadé, kdy matice A neni regularni, tj. je singularni nebo neni ¢tvercova, ziejmé inverzni matici
A~! nenalezneme a musime pouZit jiny postup. (Rozepsat sou¢in AX podle definice sou¢inu matic,

a porovnat matice na levé a pravé strané rovnice. Tim dostaneme soustavu linearnich rovnic, jejimz

fesenim jsou prvky neznamé matice.)
Stejné tak zédlezi na regularnosti matic A, B i u rovnic typu AXB = C.

Jestlize jsou obé matice reguldrni, najdeme k nim inverzni matice A=!, B~!. Vyndsobime-li pak obé

strany rovnice zleva A~1 a zprava B~! pievedeme tim rovnici do tvaru A AX BBt = A'1CB™1, tedy:

X=A'CB"

Resit rovnice, kde alespon jedna z matic A, B neni regularni, v tomto kurzu nebudeme.
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Piiklad: Reste maticovou rovnici 34 4+ 2X = C — 2B, kde:
1 2 3 3 1 1
A = y B = )
-2 1 3 2 6 -3

2X = C — 2B — 34,

Reseni:

X = %((J—QB—?)A),
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Priiklad: Naleznéte feseni maticové rovnice AX 4+ 2B = BX — 2C, kde:

c(05) G e

Reseni: Rovnici upravime tak, aby na jedné strané rovnice byly vyrazy s nezndmou matici X a na

druhé strané vyrazy, ve kterych se X nevyskytuje.
AX +2B=BX -2C

AX —BX =-2B-2C
BX — AX =2B +2C

Na levé strané rovnice vytkneme zprava matici X, na pravé strané vytkneme ¢éislo 2, tj.

(B— A)X =2(B+0).

: 1 2 -1 2 2 0. . e
Matice (B—A) = - — | - = 5 6 je regularni, a proto k ni existuje pravé jedna

inverzni matice (B — A)~'.
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Obé strany rovnice tedy vynasobime zleva matici (B — A)~! a dostdvdme

(B—A) ™ (B-A)X=(B-A)""2(B+0),
X=2B-A)B+0).

Vzhledem k tomu, ze

ziskavame freSeni
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11 Vlastni c¢isla a vlastni vektory matice

Definice: Nechf A je ¢tvecova matice fadu n. Cislo A se nazjvé vlastni ¢islo (vlastni hodnota) matice

A, jestlize existuje nenulovy (sloupcovy) n-rozmérny vektor v tak, ze
Av = .

(vlevo je maticové ndsobeni, vpravo nasobime vektor ¢islem)

Vektor v se nazyva vlastni vektor matice A s vlastni hodnotou .

Je-li A vlastni ¢islo, oznac¢ime V) := {v € R" : Av = Av} mnozinu vSech vlastnich vektoru (spolecné s

nulovym vektorem).
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Definice: Neprazdnd podmnozina V aritmetického vektorového prostoru se nazyva podprostorem,

jestlize plati
1. prou,veVijeiut+veV,
2. prou €V jeiku €V pro libovolné k € R.

Poznamka: Podprostor je vlastné neprézdnd podmnozina (vektoru z) R™ uzaviena na operaci séitani

a vynasobeni realnym cislem, tj. uzaviend na linearni kombinace.

Piiklad: V R? uvazujme mnozinu V := {(t,t) : t € R} (obrdzkem je pifmka y = x prochdzejici
pocdtkem). Jednd se o podprostor, nebot mnozina je neprdzdnd (obsahuje napt. pocdtek (0,0)) a pro

vsechna t,r, s € R plati
L (t,t)+(s,8) =(t+s,t+s)eV,

2. r(t,t) = (rt,rt) e V,

Véta: Méjme neprazdnou mnozinu vektoru. Pak mnozina vSech linearnich kombinaci téchto vektoru

tvoti podprostor aritmetického vektorového prostoru, tzn. ten podprostor je témi vektory generovany.
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Plati: Pro kazdé vlastni ¢islo A je V), = {v € R" : Av = Av} vektorovym podprostorem aritmetického
vektorového prostoru R™. Ten se nazyva vlastni podprostor s vlastnim cislem .
Dikaz:

1. 0 € V) (nebot Ao = 0 = X\o) pro libovolné A,
2. A(lu+v) = Au+ Av = A+ A = Au + v) pro libovolné u, v € Vy,

3. A(ku) = k(Au) = kAu = A(ku) pro libovolné v € V) a k € R.

Pro vlastni ¢islo A plati: V) ={v € R" : (A— AE)v = 0}.

Prostor V), je tedy feSenim homogenniho systému linedrnich rovnic o n nezndmych s matici soustavy

A—)\E.
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Priklad: Ukazte, ze A = —3 je vlastni ¢islo matice A = 4 1 8

a najdéte prislusny vlastni podprostor V_s.

Reseni: Vyjadiime matici

5 8 16 100 8 8 16
A—(-3)E=A+3E=| 4 1 8 |[+3[lo0o10|[=] 4 4 38
—4 -4 —11 00 1 —4 —4 -8

a vyresime homogenni soustavu s touto matici (nulovy sloupec pravych stran neni tieba psat).

8 8 16 11 2
Ziejmeé 4 4 8 ~ | 0 0 0 [,atedydet(A+3E)=0,
-4 —4 -8 000
s
vysledna soustava je tvaru x; + z9 + 223 = 0, a jejim feSenim je kazdy vektor tvaru t
[Poruseno pravidlo pro vybér neznamych jakozto parametru. Nevadi to.] _ % (s+1)
2
Napriklad 0 je vlastni vektor s vlastni hodnotou —3 a A = —3 je tedy vlastni ¢islo.
-1
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Definice: Charakteristicky polynom ctvercové matice A tadu n je definovan jako
det(A — \E)
S neznamou A.

Véta: Mnozina vsech vlastnich ¢isel matice A je rovna mnoziné vsech korenu charakteristického poly-

nomu matice A.

Poznamka: Polynom n-tého stupné mé préavé n (obecné komplexnich) kotent (redlnych kofenu muze

byt obecné méné nez n).
Poznamka: Matice A fadu n mé pravé n vlastnich ¢isel (brano s ndsobnostmi).

Plati: Determinant matice je sou¢in vlastnich ¢isel i s ndsobnostmi.
(M&-li redlnd matice komplexni vlastni ¢islo, méd i komplexné sdruzené vlastni ¢islo, a souéin je ¢islo

realné.)
Definice: Soucet prvku na hlavni diagonéle ¢tvercové matice A je oznacovan jako stopa matice Tr(A).
Plati: Stopa matice je pravé soucet vlastnich cisel vcéetné nasobnosti.

Véta: Vsechny koteny charakteristického polynomu symetrické matice jsou realné.
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11.1 Jak hledat vlastni cisla a vlastni vektory
1. Napiseme charakteristicky polynom a najdeme vSechny koteny = vlastni ¢isla.

2. Pro kazdé vlastni ¢islo A vytvorime soustavu (A — AE)x = o a vyfesime.

Vsechna teseni jsou prave vSechny piislusné vlastni vektory.

Piiklad: Najdéte vSsechna vlastni ¢isla a vSechny prislusné vlastni vektory matice A =

Reseni: Napiseme charakteristicky polynom det(A — AE):

011 A0 O -A 1 1
A-XE=[1 01 |-f0XxO0]|=] 1 —-x 1
110 00 X I 1 =X
-A 1 1
det(A—AE)=| 1 =X 1 |[==XN+14+1+A+XA+A==-XN+3\+2.
1 1 =X

Najdeme kofeny polynomu —A3 + 3\ + 2, tj. vyiesime rovnici

“N4+32+2=0.
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Mozné celociselné koteny rovnice

“N4+3\+2=0

jsou délitele absolutniho koeficientu 2, tj. {1, —1,2, —2}.
Uhodneme kofen \; = —1.

(Pro zajemce: Polynomidlni rovnici muzeme vyfesit také pomoci tzv. Hornerova schématu.

\—1 0 3 2
1]-1 -1 2 4
101 1 20 = AN=-1

V poslednim fadku jsou koeficienty polynomu po vydéleni kofenovym ¢initelem (A + 1) ).
Po vydéleni puvodni rovnice ¢initelem (A + 1) dostdvame rovnici 2. fadu
XN EA+2=0

kterou vyfesime naptiklad rozkladem na ¢initele 0 = A> — A — 2= (A + 1)(\ — 2)

a dostavame koteny Ay = —1, A3 = 2.

Vlastni ¢isla jsou tedy Ay =X =—-1 a A3=2.
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Pro nalezena vlastni ¢isla najdeme vlastni prostory.
A=2:

Dosadime a dostaneme matici soustavy

-2 1 1 11 =2 1
A—2F = 1 -2 1 ~1 03 =3 |~
1 1 =2 03 -3 0

Soustava musi mit netrividlni fesenf;

mame soustavu
T+ Ty — 21’3

To — XT3

a feseni je tvaru V5 = t :teR
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111 1 11
A+E=1 11|~ 000
111 000
—s—1 -1 -1
a feseni je tvaru V. = S ct,seR Y =<1 0 + s 1 ct,seR
\ t 1 0
Poznamka:

e V soustavé musi (po ipravach pomoci ERU) vyjit vzdy alespon jeden parametr.

e Pocet parametru (=dimenze podprostoru) se nazyva geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla.

Nésobnost cisla jakozto kotfene charakteristického polynomu se nazyva algebraickd nasobnost

vlastniho ¢isla.

Tyto nésobnosti se nemusi rovnat.
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Veéta: Vlastni vektory prislusejici ruznym vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezavislé.

Véta: Uvazujme nyni redlnou matici A a pripadna jeji komplexni vlastni ¢isla a vektory.
Je-li A = a + bi vlastni ¢islo matice A s vlastnim vektorem u = u; + ius, pak A = a — bi je vlastni &islo

matice A s vlastnim vektorem u = u; — tus.

Véta: Jestlize matice spliiuje A~ = a (matice A je tzv unitdrni), pak jeji vlastni ¢isla maji absolutni

hodnotu rovnu 1. (Tj. jeji redlnd vlastni ¢isla moho byt pouze 1 nebo —1.)
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12 Skalarni soucin

Meéjme V' vektorovy prostor.

Definice: Skaldrnim soucinem rozumime operaci, ktera kazdé dvojici vektoru u,v € V' pritazuje redalné

¢islo (skalar)  (u,v) € R tak, ze pro vSechna u,v,w € V a ¢islo r € R plati:

(i) (u,0) = (v,u) (symetrie)
(i) (u,v+w) = (u,v) + (u,w) (bilinearita)
(ii) (ru,v) = r(u,v)
(iv) (u,u) >0 a (u,u) = 0 préve kdyz u =0 (pozitivita)

Potom o V' hovotime jako o wvektorovém prostoru se skalarnim soucinem, nebo strucnéji o unitdarnim

prostoru.
Poznamka: Jiné formy zapisu

(u,v) =u-v=uv = (u,v) = [u,v] = (ulv)
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Existuji ruzné skalarni souciny. Za skaldarni sou¢in povazujeme kazdou operaci, kterd splnuje (i)—(iv) v

definici vyse.

Priklad: Eukleidovsky skaldrni sou¢in = (u,v) = Zuivi pro u,v € V,, = R"”
i=1

Piiklad: Urcete skalarni souc¢in (pokud neni specifikovan, mysli se Eukleidovsky) vektort u = (1,4) a
v=(2,5).
Resent: (u,v) = ((1,4),(2,5)) =1-24+4-5=2+20 = 22.

Piiklad: Vazeny skalarni sou¢in  (u,v) = 3ujv; + Sugvs.

(Oveite (i)—(iv) v definici skalarniho souéinu.)

Piiklad: Skaldrni sou¢in v prostoru spojitych redlnych funkei na uzavieném intervalu [a, b

(f.9) = / f(2)g(x)da
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12.1 Norma (velikost) vektoru

Ke kazdému skalarnimu soucinu je zavedena norma vektoru.

Definice: Normou (velikosti) vektoru w € V rozumime ¢islo
lull = /(u, u).

(Zobrazeni || - || : V — R.)

Jiné znaceni:  ||u| = |ul.

Vektor u s velikosti ||u|| = 1 nazyvame jednotkovy vektor.

Piiklad: Eukleidovskd norma (tzv. 2-norma) na V,,

lull =
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Ne kazda norma je definovana pomoci skalarniho soucinu

Priklad: 1-norma

n
lull = lusl-
i=1

Priklad: maximova norma

|lu|| = max{|u;| : i=1,...
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12.2 Rovnobéznikové pravidlo

Véta: (Rovnobéznikové pravidlo). Necht V' je unitdrni prostor. Potom plati
lu+ol* + flu = vl* = 2([Ju)* + Jv]*)

pro vSechny vektory u,v € V.
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12.3 Cauchyova-Schwarzova nerovnost

Véta: (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Pro jakykoliv skalarni soucin plati:
| (u, )] < fful] - flv]]

pro vSechny vektory u,v € V,,.

Rovnost nastava pravé kdyz jsou vektory u a v linedrné zavislé (rovnobézné).
Dikaz: Uvazujme vektor u + rv. Plati
lu+rv)|? = [Jul)* + 2r(u, v) + 72||v||* > 0.
Kvadraticky trojclen
r2v* — 2r(u,v) + u?

je pro vSechna r € R nezaporny, pravé kdyz diskriminant ptislusné kvadratické rovnice neni kladny.
Tj. prave kdyz plati
D = 4(u,v)* = 4f|ul]?[[0]* < 0.

Odtud
A(u, v)* < Al ?[lo]l.
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12.4 Trojuhelnikova nerovnost

Véta: (Trojuhelnikovda nerovnost, Minkowského véta). Pro normu vektoru piislusnou libovolnému

skalarnimu soucinu plati:
[+ vl < flull + vl
pro vSechny vektory u,v € V,,.

Dikaz: Z Cauchyovy nerovnosti dostavame
lutol® = Jul® +2(w,0) + I* < Jul® +2fullloll + 0l = (lull + [Jol)*

Piiklad: Zapiste skalarni souc¢in vektoru u a v pouze uzitim normy vektoru.
Reseni: Uvedomme si, ze plati vztah (u,u) = u® = |jul|?.
Dostavame

WJOI%WUW+HMF—Hu—UW%

(,0) = ~(JJu+ ]2 — lu— o]]2).

4

Posledni rovnost se jmenuje Formule polarity.
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12.5 Odchylka vektoru

Z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti plyne, ze existuje jediné ¢islo a € [0, 7] takové, ze
(u,v) = [lul[[[v]| cos

Cislo o nazyvéme odchylka vektori u a v.

Poznamka: Je ziejmé, Ze velikost 1hlu je, stejné jako délka, zavisla na zvoleném skalarnim soucinu.

Definice: (Ortogonélni a ortonormalni vektory). Vektory wuq, us, ..., ux € V,, jsou:
(i) ortogonalni pravé kdyz (u;,u;) =0 pro vSechna i,j =1,2,...,k ;i # j. PiSeme u; L u;.
(i) ortonormdlni prave kdyz jsou ortogondlni a jednotkové ||u,|| = 1, pro vSechna i =1,2,... k
Piiklad: Urcete odchylku vektoru u = (3,4) a v = (4, 3).

ReSeni:

COS ¥ = = =

(u,v) ((3,4),(4,3)) 3-4+4-3 24
lull - floll NG HII43)] - V3742 Va2 +32 25
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Priklad: Urcete vnitini ihly trojuhelnika ABC', kde
A=11,-2,3

B =14,5,2]

C=[-3,-2,-2].

Reseni: u=B— A, v=C— A,

(wv)  ((3,7,-1),(~4,0,-5))  —12+5
fall - [0l 13,7, =) - [1(=4,0, =5)[| /5941’

Uhel o pii vrcholu A je asi 98 stupnt.

COS ¥ =
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